Losungen & Hinweise
zum Skript ,,Beweistechniken" — Mathezirkel Klasse 8

Lehrermaterial — nicht zur Weitergabe an Schiiler:innen

Hinweis zur Nutzung. Dieses Dokument hat zwei Teile:

Teil I — Hinweise.
Fiir jede Aufgabe ein kurzer Hinweis, mit dem Schiiler:innen weiterkommen, wenn sie
festsitzen. Diese kdnnen ausgeschnitten oder einzeln vorgelesen werden, ohne dass die
ganze Losung verraten wird.

Teil ITI — Losungen.
Fiir jede Aufgabe eine vollstindig ausgearbeitete Losung, geeignet als Tafelbeweis
oder zur Selbstkontrolle.

Die Aufgabennummerierung folgt exakt der Nummerierung im Schiilerskript (z. B. Aufga-
be 3.5 = §3, Aufgabe 5).
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Teil I — Hinweise

Diese Hinweise sind so dosiert, dass sie die zentrale Idee anreifien, ohne die Lisung vorwegzu-
nehmen. Aufwirmaufgaben (%) sind in der Regel direkt nach dem Beispiel l6sbar und brauchen
keinen separaten Hinweis — sie sind hier dennoch aufgefiihrt, mit Hinweis auf den Losungsteil.

1 Direkter Beweis — Hinweise

Aufgabe 1.1. (%) Zeige: Das Quadrat einer geraden Zahl ist durch 4 teilbar.

(Aufwirmaufgabe — kein gesonderter Hinweis notig; siehe Losung.)

Aufgabe 1.2. (%) Zeige: Ist n ungerade, so ist n> — 1 durch 4 teilbar.

(Aufwirmaufgabe — kein gesonderter Hinweis notig; siehe Lisung.)

Aufgabe 1.3. (%% ) Zeige: Fiir jede natiirliche Zahl n ist n® —n durch 6 teilbar.

ganze Zahlen sagen?

Hinweis. Faktorisiere n® —n = n(n — 1)(n +1). Was lisst sich iiber drei aufeinanderfolgende |

Aufgabe 1.4. (k%) Sind a und b zwei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, so ist a®>+b*+(ab)?
eine Quadratzahl.

‘ Hinweis. Setze b= a + 1. Versuche, das Ergebnis als (a + a + 1)* zu schreiben. ’

Aufgabe 1.5. (%K) (MO 4, 2. Stufe) Bilde zu einer beliebigen dreistelligen Zahl die Zahl mit
umgekehrter Ziffernfolge. Zeige, dass die Differenz dieser beiden Zahlen stets durch 99 teilbar ist.

‘ Hinweis. Schreibe die Zahl in Stellenwertdarstellung: abc = 100a + 10b + c. ’

Aufgabe 1.6. (%% ) Jede sechsstellige Zahl der Form abcabe ist durch 7, 11 und 13 teilbar.

‘ Hinweis. abcabe = 1001 - abe. Welche Primfaktoren hat 10017 ’

Aufgabe 1.7. (k) (MO 8, 1. Stufe) Ist 100a + b durch 7 teilbar, so ist auch a + 4b durch 7
teilbar.

‘ Hinweis. 100a = 98a + 2a, und 98 = 7 - 14 ist durch 7 teilbar. ’

Aufgabe 1.8. (%% %) Ist n ungerade, so ist n> — 1 sogar durch 8 teilbar.

aufeinanderfolgende gerade Zahlen.

Hinweis. Faktorisiere n? — 1 = (n — 1)(n + 1). Fiir ungerades n sind n — 1 und n + 1 zwei |

Aufgabe 1.9. (k%% ) (King.-Stil) Die Zahl 11...1 st kein Quadrat einer ganzen Zahl.
2024 Einsen



dratzahlen iiberhaupt mdoglich?

Hinweis. Welchen Rest lasst diese Zahl bei Division durch 47 Welche Reste sind fiir Qua- |

Aufgabe 1.10. (kk*) (MO 18, 3. Stufe) Ist p > 3 eine Primzahl, so ist (p — 1)(p + 1) durch
24 teilbar.

,durch 8"die Aufgabe 1.8.

Hinweis. Zerlege 24 = 8 - 3 mit ggT(8,3) = 1. Zeige beide Teilbarkeiten getrennt; nutze fiir |

2 Fallunterscheidung — Hinweise

Aufgabe 2.1. (%) Fir jede ganze Zahl n ist n(n + 1)(n + 2) durch 3 teilbar.

Hinweis. Unterscheide nach dem Rest von n bei Division durch 3.

Aufgabe 2.2. (%) FEine Quadratzahl ldsst bei Division durch 4 stets den Rest 0 oder 1.

(Aufwirmaufgabe — kein gesonderter Hinweis notig; siehe Losung.)

Aufgabe 2.3. (k%) Genau eine der Zahlen a,b,a + b ist gerade — oder alle drei.

‘ Hinweis. Vier Félle nach Paritat von a und b.

Aufgabe 2.4. (%% ) Die Differenz zweier Quadratzahlen ist niemals gleich 2.

‘ Hinweis. a? — b = (a — b)(a + b). Was haben a — b und a + b fiir eine Paritit?

Aufgabe 2.5. (k%% ) (MO-Stil) Bestimme alle Primzahlen p, fir die auch p+ 2 und p + 4
Primzahlen sind.

‘ Hinweis. Betrachte p mod 3. Eine der drei Zahlen p,p + 2, p + 4 ist durch 3 teilbar. ’

Aufgabe 2.6. (%% ) Fiir keine ganze Zahl n ist n® + 1 durch 7 teilbar.

auf.

Hinweis. Welche Reste kann n2 bei Division durch 7 haben? Stelle eine Restklassentabelle |

3 Widerspruchsbeweis — Hinweise

Aufgabe 3.1. (%) Es gibt keine grofste ungerade Zahl.

Hinweis. Annahme: m ist die grofite ungerade Zahl. Was kannst du aus m konstruieren,
das grofier und ungerade ist?

Aufgabe 3.2. (%) Sind a,b € Z mit a - b ungerade, so sind a und b beide ungerade.

‘ Hinweis. Annahme: o.B.d. A. ist a gerade. Was folgt fiir a - b? ’

Aufgabe 3.3. (%% ) Es gibt keine ganze Zahl n mit n® = 2.



‘ Hinweis. Grofienvergleich: Was ist n? fiir |n| < 1 bzw. |n| > 27 ’

Aufgabe 3.4. (%% ) Aus a+ b > 100 folgt a > 50 oder b > 50.

‘ Hinweis. Annahme: beide kleiner als 50. Was folgt fiir die Summe? ’

Aufgabe 3.5. (k%) V2 ist keine rationale Zahl.

Hinweis. Annahme /2 = g mit teilerfremden p,q. Quadrieren liefert p?> = 2¢*. Was folgt
fiir die Paritat von p? Und dann fiir ¢7

Aufgabe 3.6. (k%% ) Es gibt keine ganzen Zahlen a,b mit a®> — 4b = 2.

Hinweis. Reduziere die Gleichung modulo 4. Welche Reste lisst a?? (Vergleiche Aufgabe 2.2.) ’

4 Kontraposition — Hinweise

Aufgabe 4.1. (%) Ist a-b ungerade, so sind a und b beide ungerade.

‘ Hinweis. Kontraposition: ,Ist a oder b gerade, dann ist ab gerade." ’

Aufgabe 4.2. (%) Ist n> + 1 ungerade, so ist n gerade.

dem Kapitel.

Hinweis. Kontraposition: ,Ist n ungerade, dann ist n? + 1 gerade."Nutze das Beispiel aus |

Aufgabe 4.3. (%% ) Ist n® gerade, so ist n gerade.

‘ Hinweis. Kontraposition: Ist n ungerade (n = 2k + 1), so ist auch n® ungerade. ’

Aufgabe 4.4. (%% ) Sind a,b € Z mit a+b # 0, so ist a # —b.

‘ Hinweis. Kontraposition: a = —b = a+b=0. ’

Aufgabe 4.5. (k%% ) Ist n? durch 3 teilbar, so ist auch n durch 3 teilbar.

Hinweis. Kontraposition mit Fallunterscheidung: n lésst Rest 1 oder 2 bei Division durch 3.
Quadriere beide Fille.

5 Vollstandige Induktion — Hinweise

Aufgabe 5.1. (%) 1+3+5+---+ (2n — 1) = n? fir allen > 1.
(Aufwirmaufgabe — kein gesonderter Hinweis notig; siehe Losung.)

nn+1)2n+1)
6

Aufgabe 5.2. (%) 12 +22+...+n? = fiir allen > 1.



(Aufwirmaufgabe — kein gesonderter Hinweis notig; siche Losung.)

Aufgabe 5.3. (%% ) 2" > n fir allen > 1.

‘ Hinweis. Im IS: 2"t = 2. 27 Mit der IV folgt 2"*! > 2n. Warum ist 2n > n + 1?7 ’

Aufgabe 5.4. (%% ) n® —n ist fir alle n € N durch 6 teilbar (mit Induktion).

teilbar?

Hinweis. Schreibe (n + 1)3 — (n + 1) als (n® —n) + (Rest). Was ist der Rest? Ist er durch 6 |

n(n + 1))2.

Aufgabe 5.5. (kk*k) 13 +23+... 4+ nd = ( 5

2
Hinweis. Im IS: Auf beiden Seiten (n + 1) addieren und auf der rechten Seite (%)

als Ziel anstreben. Faktor (n + 1)? ausklammern.

Aufgabe 5.6. (%kk) (Wettbewerb) Eine 2" x 2"-Schachfliche, der ein Feld fehlt, lisst sich
mit L-Triominos auslegen.

Hinweis. Im IS: Teile das 2”1 x 2"+1_Brett in vier 2" x 2"-Quadranten. Lege ein einziges
L-Triomino so in die Mitte, dass es je ein Feld in jeden der drei Quadranten fillt, in denen das
urspriinglich fehlende Feld nicht liegt. Dann hat jeder Quadrant genau ein ,blockiertes"Feld —
IV anwendbar.

6 Gegenbeispiel — Hinweise

Aufgabe 6.1. (%) , Jede ungerade Zahl ist eine Primzahl."

(Aufwirmaufgabe — kein gesonderter Hinweis notig; siehe Losung.)

Aufgabe 6.2. (%) ,Fiir alle reellen Zahlen x gilt x> > x."

(Aufwirmaufgabe — kein gesonderter Hinweis notig; siehe Losung.)

Aufgabe 6.3. (k%) ,Wenn a® = b?, dann ista =b."

‘ Hinweis. Vorzeichen. ’

Aufgabe 6.4. (%% ) ,Die Summe zweier irrationaler Zahlen ist immer irrational.”

‘ Hinweis. Konstruiere ein Paar irrationaler Zahlen, deren Summe ganzzahlig wird. ’

Aufgabe 6.5. (k%% ) , Fir jede Primzahl p > 5 ist 2P — 1 ebenfalls eine Primzahl."

welchem p wird es zusammengesetzt?

Hinweis. Probiere kleine Primzahlen p und versuche, 2P — 1 in Faktoren zu zerlegen. Bei |

Aufgabe 6.6. (k*k*) Stimmt: ,Fir jede natirliche Zahl n > 1 ist n? — 79n + 1601 eine
Primzahl"?



Hinweis. Bei n in der Nahe von 80 wird die Aussage verdéchtig.

7 Schubfachprinzip — Hinweise

Aufgabe 7.1. (%) Unter 13 beliebigen Personen haben zwei im gleichen Monat Geburtstag.

‘ Hinweis. 13 Personen, 12 Monate. ’

Aufgabe 7.2. (%) Unter 51 beliebig gewdhlten Zahlen aus {1,...,100} gibt es zwei aufeinander-
folgende.

‘ Hinweis. Bilde Paare {1,2},{3,4},...,{99,100} — das sind 50 Schubfécher. ’

Aufgabe 7.3. (%% ) Unter 5 Punkten in einem Quadrat der Seitenlinge 2 gibt es zwei mit
Abstand < /2.

‘ Hinweis. Teile das Quadrat in vier 1 x 1-Teilquadrate. Wie grof} ist die Diagonale? ’

Aufgabe 7.4. (%% ) Unter n+ 1 Zahlen aus {1,2,...,2n} gibt es zwei teilerfremde.

derfolgende Zahlen sind teilerfremd — warum?

Hinweis. Bilde Schubfécher aus aufeinanderfolgenden Paaren: {1, 2}, {3,4},.... Aufeinan- |

Aufgabe 7.5. (k) (Klassiker) Unter 51 Zahlen aus {1,...,100} gibt es zwei verschiedene,
von denen eine die andere teilt.

viele ungerade Zahlen m gibt es zwischen 1 und 1007

Hinweis. Schreibe jede Zahl n € {1,...,100} eindeutig als n = 2* - m mit m ungerade. Wie |

Aufgabe 7.6. (kK ) (MO-Stil) Unter 7 ganzen Zahlen gibt es zwei, deren Summe oder Differenz
durch 10 teilbar ist.

r1 —r2 =0 (mod 10)? Bilde geeignete ,,RestpaarSchubficher.

Hinweis. Betrachte Reste mod 10. Welche zwei Reste r1,7y ergeben r; + 9 = 0 oder |

8 Invariantenprinzip — Hinweise

Aufgabe 8.1. (%) Mutiliertes Schachbrett.

Hinweis. Farbe das Schachbrett wie tiblich. Welche Farbe haben die beiden entfernten
Felder? Was bedeckt ein Dominostein?

Aufgabe 8.2. (%% ) Drei Hiufchen mit 5,7,11 Steinen.

der einzelnen Héaufchen? — Achtung: Diese Aufgabe ist eine Falle: Eine Invariante allein liefert

Hinweis. Wie dndert sich die Gesamtzahl der Steine pro Zug? Wie édndern sich die Paritdten |



‘ hier keinen Widerspruch! Siehe Losung.

Aufgabe 8.3. (%% ) Tafel mit 1,2,...,2025, ersetze a,b durch a+b— 1.

‘ Hinweis. Was passiert mit der Grofie ,,Summe minus Anzahl der Zahlen"pro Schritt?

Aufgabe 8.4. (%% %) (Vorzeichen-Spiel) Sechseck mit 1,0,1,0,0,0.

Zschwarz - Zweiﬁ .

‘ Hinweis. Farbe die Eckpunkte abwechselnd schwarz und weifl und betrachte die Differenz

Aufgabe 8.5. (dkk ) (Wettbewerb) Tafel 1,2,...,2024, ersetze a,b durch a + b und |a — b|.

Hinweis. Erste Idee: Summe der Quadrate. — Bessere Idee: Was passiert mit dem Mazimum
an der Tafel pro Schritt? Kann es kleiner werden?




Teil II — Losungen

Im Folgenden findest du fiir jede Aufgabe eine vollstindig ausgearbeitete Losung. Die Aufgabentexte
sind zur Bequemlichkeit jeweils noch einmal mit angegeben.

9 Direkter Beweis — Losungen

Aufgabe 1.1. (%) Zeige: Das Quadrat einer geraden Zahl ist durch 4 teilbar.

Losung. Sei n gerade, also n = 2k mit k € Z. Dann ist n? = (2k)? = 4k? = 4 - k2, also durch
4 teilbar. 0

Aufgabe 1.2. (%) Zeige: Ist n ungerade, so ist n? — 1 durch 4 teilbar.

Losung. Sei n = 2k + 1 mit k € Z. Dann ist
n?—1=02k+1)2-1=4k>+4k+1—1=4k? + 4k = 4k(k + 1).

Also 4 | n? — 1. O

Aufgabe 1.3. (% %) Zeige: Fiir jede natiirliche Zahl n ist n® — n durch 6 teilbar.

Losung. Esist n®—n =n(n?—1) = (n—1)n (n+1), das Produkt dreier aufeinanderfolgender
ganzer Zahlen.

« Unter drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist mindestens eine gerade = 2 | n3 — n.
« Unter drei aufeinanderfolgenden Zahlen ist genau eine durch 3 teilbar = 3 | n3 — n.

Da ggT(2,3) = 1, folgt 6 | n® — n. O

Aufgabe 1.4. (% %) Sind a, b aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, so ist a® + b? + (ab)?
eine Quadratzahl.

Losung. Mit b = a + 1 ist ab = a(a + 1) = a® + a. Es folgt

a4+ b2+ (ab)? = a® + (a+1)* + (a® + a)?
=a’+a’+2a+1+ (a®+a)?
= (a®+a)’+2(a® +a) +1
= ((a2+a)+1)2:(a2+a+1)2.

Das ist also eine Quadratzahl. O




Aufgabe 1.5. (%) (MO 4, 2. Stufe) Spiegelzahl-Differenz durch 99 teilbar.

Losung. Die Zahl ist Z = 100a + 10b + ¢, die Spiegelzahl ist Z’ = 100c + 10b + a. Damit
Z — 7' =100a + 10b + ¢ — 100c — 10b — a = 99a — 99¢ = 99(a — c).

Also ist Z — Z' durch 99 teilbar. O

Aufgabe 1.6. (% %) Jede Zahl abcabe ist durch 7, 11 und 13 teilbar.

Losung. Es gilt
abcabe = 1000 - abc + abc = 1001 - abc = 7 - 11 - 13 - abe.

Damit ist abcabc durch 7, 11 und 13 teilbar. O

Aufgabe 1.7. (k%) (MO 8, 1. Stufe) Aus 7 | 100a + b folgt 7 | a + 4b.

Losung. Aus 7 | (100a + b) = 98a + (2a + b) und 7 | 98a folgt
7] (2a+0b).
Multiplikation mit 4 liefert 7 | (8a + 4b). Wegen 8a = 7a + a ist 8a = a (mod 7), also

7| (a+ 4b). O

Aufgabe 1.8. (%% %) Ist n ungerade, so ist n? — 1 sogar durch 8 teilbar.

Losung. Sei n ungerade. Dann sind n — 1 und n + 1 zwei aufeinanderfolgende gerade Zahlen.
Von zwei aufeinanderfolgenden geraden Zahlen ist eine durch 4 teilbar (sei n — 1 = 2k und
n+1 = 2(k + 1); genau eine der Zahlen k,k + 1 ist gerade). Also enthélt das Produkt
(n—1)(n+ 1) den Faktor 2-4 = 8:

n?—1=m-1)(n+1) = 2m-4 = 8ml

fiir geeignete m, ¢ € Z. O

Aufgabe 1.9. (k% %) (Kéng.-Stil) 11...1 keine Quadratzahl.
2024

Losung. Die letzten beiden Ziffern der Zahl sind 11. Also ist

11...1 = 11 = 3 (mod 4).
—_—
2024
Quadratzahlen lassen aber bei Division durch 4 nur die Reste 0 oder 1 (denn (2k)% = 4k> =0

und (2k +1)? = 4k? + 4k + 1 = 1 mod 4). Eine Zahl mit Rest 3 kann also keine Quadratzahl
sein. g
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Aufgabe 1.10. (k%) (MO 18) p > 3 prim = 24 | (p — 1)(p + 1).

Losung. Wegen 24 = 8-3 und ggT(8,3) = 1 geniigt es, 8 | (p—1)(p+1) und 3 | (p—1)(p+1)
Zu zeigen.

Teilbarkeit durch 8: Da p > 3 prim ist, ist p ungerade. Nach Aufgabe 1.8 ist dann p?> — 1 =
(p—1)(p+ 1) durch 8 teilbar.

Teilbarkeit durch 3: Unter drei aufeinanderfolgenden Zahlen p — 1,p,p 4+ 1 ist genau eine
durch 3 teilbar. Da p > 3 prim ist, kann p nicht durch 3 teilbar sein. Also ist eine der Zahlen
p—1,p+ 1 durch 3 teilbar, und damit 3 | (p — 1)(p + 1).

Zusammen folgt 24 | (p — 1)(p + 1). O

10 Fallunterscheidung — Losungen

Aufgabe 2.1. (%) n(n+ 1)(n+ 2) durch 3 teilbar.

Losung. Wir machen drei Félle nach n mod 3.
e n = 3k: Dann ist n selbst durch 3 teilbar.
e n=23k+1: Dann ist n + 2 = 3k + 3 = 3(k + 1) durch 3 teilbar.
e n=23k+2: Dann ist n +1 =3k + 3 = 3(k + 1) durch 3 teilbar.

In jedem Fall ist einer der drei Faktoren durch 3 teilbar, also auch das Produkt. g

Aufgabe 2.2. (%) Quadratzahl mod 4 € {0, 1}.

Losung. Fallunterscheidung nach Paritat von n.
e n=2k:n?=4k*>=0 (mod 4).

e n=2k+1:n? =4k +4k+1=4(k>+ k) + 1 =1 (mod 4).

0

Aufgabe 2.3. (%% ) Genau eine von a,b,a + b gerade — oder alle drei.
Losung. Wir zdhlen, wie viele der drei Zahlen a, b, a + b gerade sind.

a b |a+b | gerade unter {a,b,a+ b}

g g| 8 3

g ul| u 1 (a)

u g| u 1 (b)

u u| g 1 (a+0b)
In jedem Fall sind genau eine oder alle drei Zahlen gerade — niemals genau zwei. O
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Aufgabe 2.4. (%%) a? — b2 = 2 fiir alle a,b € Z.

Losung. Es ist a? —b? = (a —b)(a +b). Beachte: (a +b) — (a — b) = 2b ist gerade, also haben
a —bund a+ b dieselbe Paritat.

Fall 1: Beide ungerade. Dann ist das Produkt (a — b)(a + b) ungerade, kann also nicht 2 sein.
Fall 2: Beide gerade. Dann ist das Produkt durch 4 teilbar. Aber 2 ist nicht durch 4 teilbar.
In beiden Fillen ist a® — b? # 2. O

Aufgabe 2.5. (%% %) (MO-Stil) Primzahltripel p,p + 2,p + 4.

Losung. Wir machen drei Félle nach p mod 3.
e p=0 (mod 3): Dann muss p = 3 sein (sonst nicht prim). Tripel: (3,5,7) — alle prim. v/

e p=1 (mod 3): Dann ist p+2 =0 (mod 3), also 3 | p+ 2. Wegen p +2 > 5 ist p + 2
damit zusammengesetzt.

e p=2 (mod 3): Dann ist p+4 =0 (mod 3), also 3 | p+4, mit p+4 > 7 zusammengesetzt.

Einzige Losung: p = 3, also das Tripel (3,5, 7). O

Aufgabe 2.6. (%% %) 71n?+ 1 fiir alle n € Z.

Losung. Wir berechnen n? mod 7 fiir alle Reste:

DO |
| Ot
= K=2)

Mogliche Quadratreste mod 7: {0, 1,2,4}. Damit
n?+1 mod 7 € {1,2,3,5}.

Der Rest 0 tritt nie auf, also ist n? + 1 niemals durch 7 teilbar. ]

11 Widerspruchsbeweis — Losungen

Aufgabe 3.1. (%) Es gibt keine grofite ungerade Zahl.

Losung. Annahme, m sei die grofite ungerade Zahl. Dann ist m + 2 ebenfalls ungerade
(Summe einer ungeraden und einer geraden Zahl) und aulerdem m + 2 > m. Widerspruch
zur Annahme, m sei die grofite. O

Aufgabe 3.2. (%) a-b ungerade = a,b ungerade.

12



Losung. Annahme: a ist gerade (der Fall b gerade verlduft analog). Dann ist a = 2k und
a - b= 2kb gerade. Das widerspricht der Voraussetzung ,,ab ungerade". g

Aufgabe 3.3. (% %) Keine ganze Zahl n mit n?=2.

Losung. Annahme, es gebe n € Z mit n? = 2.
e Falls |n| <1,s0ist n? <1< 2.
o Falls [n| > 2, so ist n? >4 > 2.

Beides widerspricht n? = 2. Es gibt also kein solches n. O

Aufgabe 3.4. (k%) a+b> 100 = a > 50 oder b > 50.

Losung. Annahme, a < 50 und b < 50. Dann ist a + b < 50 + 50 = 100, im Widerspruch zur
Voraussetzung a + b > 100. g

Aufgabe 3.5. (k%) V/2 irrational.

Losung. Annahme, /2 sei rational. Dann gibt es p,q € Z mit ¢ # 0 und ggT(p,q) = 1,
sodass
q

Damit ist p? gerade. Aus dem Kapitel zur Kontraposition wissen wir: p? gerade = p gerade.
Also p = 2r fiir ein r € Z, und

(2r)? =2¢° = 4r* =2¢° = ¢* =22

Mit demselben Argument folgt: ¢ ist gerade. Damit teilen sowohl 2 | p als auch 2 | ¢, also
geT(p,q) > 2 — Widerspruch zur Teilerfremdheit. O

Aufgabe 3.6. (k% %) Keine a,b € Z mit a? —4b = 2.

Losung. Annahme, es gebe ganze Zahlen a, b mit a?> — 4b = 2. Dann ist
a>=4b+2 = 2 (mod 4).

Aus Aufgabe 2.2 wissen wir aber: Quadratzahlen lassen bei Division durch 4 nur die Reste 0
oder 1. Der Rest 2 ist also unmoglich. Widerspruch. U

13




12 Kontraposition — Losungen

Aufgabe 4.1. (%) a-b ungerade = a, b beide ungerade.

Losung. Wir zeigen die Kontraposition: Ist mindestens einer der beiden Faktoren gerade,
dann ist auch das Produkt gerade.
Sei 0.B.d. A. a = 2k gerade. Dann ist ab = 2kb = 2(kb), also gerade. O

Aufgabe 4.2. (%) n? + 1 ungerade = n gerade.

Losung. Kontraposition: Sei n ungerade, also n = 2k + 1. Dann ist n? ungerade (siche
Beispiel im Kapitel), und damit n? + 1 gerade. O

Aufgabe 4.3. (% %) n? gerade = n gerade.

Losung. Kontraposition: Sei n ungerade, n = 2k + 1. Dann ist
nd = (2k +1)% = 8k® + 12k% 4+ 6k 4 1 = 2(4k> + 6k + 3k) + 1

ungerade. Aus ,n ungerade = n? ungerade'folgt durch Kontraposition ,n? gerade = n
gerade'. O

Aufgabe 4.4. (k%) a+b#0=a# —b.

Losung. Die Kontraposition lautet: Aus a = —b folgt a + b = 0. Das ist offensichtlich richtig:
a+b=-b+b=0.

Didaktischer Punkt: Die Aufgabe wirkt trivial, ist aber ideal, um das saubere Aufschreiben
einer Kontraposition zu iiben. O

Aufgabe 4.5. (k%) 3|n®> = 3|n.

Losung. Kontraposition: Sei 3 f n. Dann ist n = 3k + 1 oder n = 3k + 2.
e n=3k+1:n? =9k +6k+1=23(3k*+2k)+1=1 (mod 3).
e n=3k+2:n?>=9k>+ 12k +4=3(3k*+4k+1)+1=1 (mod 3).

In beiden Fillen ist n? nicht durch 3 teilbar. Damit gilt die Kontraposition und somit auch
die Originalaussage. O
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13 Vollstandige Induktion — Losungen

Aufgabe 5.1. (%) 1+3+ -+ (2n—1) = n?.

Losung. IA (n=1).1=12%2 v
ISn = n+1. Es gelte 1 +3+ ---+ (2n — 1) = n? Addieren des nichsten ungeraden
Summanden 2(n + 1) — 1 = 2n + 1 ergibt

1434+ +2n—1)+2n+1) 2 n+2n+1=(n+1)%
O
Aufgabe 5.2. (%) Yy k2 = MotlCntl),
Losung. JA (n=1).1>=1und 122 =1. v
ISn —n+1.
1
"i: 2V n(n+1)(2n+1) 1) = (n+1)[n(2n+1)+6(n+1)]
Z 6 6
=1
_ (n+ 1202+ +6)  (n+1)(n+2)(2n+ 3)
B 6 B 6 '
Das ist die Formel fiir n + 1. O
Aufgabe 5.3. (k%) 2" > n fir alle n > 1.
Losung. IA (n=1).2'=2>1. v
IS n — n+ 1. Es gelte 2" > n. Dann
n+1 n v
2 =2-2">2n=n+n > n+1
(letzte Ungleichung wegen n > 1). Also 2"+! > n 4 1. O

Aufgabe 5.4. (%%) 6 | n® —n (mit Induktion).

Losung. IA (n=0). 03 — 0 = 0 ist durch 6 teilbar. v/
ISn —n+1.

n+1P-(n+1)=n3+3n’+3n+1-n-1
= (03 —n)+3n%+3n
= (n® —n) + 3n(n + 1).
Nach IV ist 6 | n3 —n. Im Restterm 3n(n+1) ist n(n+1) Produkt zweier aufeinanderfolgender

Zahlen, also gerade; damit 6 | 3n(n + 1). Summe zweier durch 6 teilbarer Zahlen ist durch 6
teilbar. 0
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Aufgabe 5.5. (%kk) Sp_, k* = (%)2

2
Losung. JA (n=1). 13=1= (%) Y
ISn —n+1.

k=1

_(n+1)2.712+4in+1)_(n+1)

2 (nZQ)Z _ ((n—|—1)2(n+2)>2'

Das ist die Formel fir n + 1. O

Aufgabe 5.6. (%% %) (Wettbewerb) L-Triomino-Auslegung.

Losung. IA (n =1). Ein 2 x 2-Brett mit einem fehlenden Feld besteht aus genau drei Feldern
— die bilden ein L-Triomino. v*

IS n — n + 1. Sei eine 27*! x 2"F1_Fliche mit einem fehlenden Feld f gegeben. Teile sie in
vier 2" x 2™-Quadranten @1, Q2, @3, Q4. Das fehlende Feld f liegt in genau einem Quadranten,
sagen wir ().

Lege ein L-Triomino so in die Mitte des groflen Bretts, dass es genau ein Feld aus jedem
der drei Quadranten 2, Q3, Q4 liberdeckt — ndmlich genau das Feld, das jeweils an den
gemeinsamen Mittelpunkt grenzt.

Nun ist in jedem der vier Quadranten jeweils genau ein Feld , blockiert- in ()1 das urspriinglich
fehlende Feld f, in @2, @3, Q4 je ein Feld des Mittel-Triominos. Auf jeden dieser Quadranten
ldsst sich nach Induktionsvoraussetzung die Auslegung anwenden. Insgesamt ist die ganze
27+l 27+l Fliche (ohne f) ausgelegt. O

14 Gegenbeispiel — Losungen

Aufgabe 6.1. (%) ,Jede ungerade Zahl ist eine Primzahl."

Losung. Gegenbeispiel: 9 = 3 - 3 ist ungerade, aber keine Primzahl. ]

Aufgabe 6.2. (%) ,2? > x fiir alle reellen z."

Losung. Gegenbeispiel: x = % Dann ist 22 = % < % =z. O

Bemerkung. Allgemein gilt 22 < z fiir alle = € (0,1).

Aufgabe 6.3. (k%) L2 =02 =a=0."

Losung. Gegenbeispiel: a = 2, b = —2. Dann a? = b? = 4, aber a # b. O
Bemerkung. Der korrekte Schluss lautet: a®> = b*> = a = b oder a = —b.
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Aufgabe 6.4. (k%) ,Summe zweier irrationaler Zahlen immer irrational."

Losung. Gegenbeispiel: ¢ = /2 und b = —+/2 sind beide irrational, aber a + b = 0 ist
rational. Damit ist die Aussage widerlegt. O

Aufgabe 6.5. (%% %) ,,22 — 1 prim fir jede Primzahl p > 5."

Losung. Gegenbeispiel: p = 11 ist prim, aber
21 — 1 =2047 = 23 - 89,

also keine Primzahl. O

Bemerkung. Mersenne-Zahlen M, = 2P — 1 mit p prim sind nicht automatisch prim. Die Suche
nach Mersenne-Primzahlen ist eines der éltesten ungeldsten Forschungsthemen.

Aufgabe 6.6. (k%) % —79n + 1601 Primzahl fiir alle n > 1"?

Losung. Fir n = 1,2,...,79 liefert die Formel tatséchlich Primzahlen (das war Eulers
Beobachtung). Aber fir n = 80:

802 — 79 - 80 4+ 1601 = 6400 — 6320 + 1601 = 1681 = 412,

also keine Primzahl. O

Bemerkung. Diese Formel hingt eng mit Eulers beriithmtem Polynom n? + n + 41 zusammen
(das in der Vorlage als Beispiel diente). Substitution n — n — 40 iiberfiithrt das eine ins andere.

15 Schubfachprinzip — Losungen

Aufgabe 7.1. (%) 13 Personen, 2 im gleichen Monat.

Losung. Schubficher: die 12 Monate. Objekte: 13 Personen. Da 13 > 12, fallen nach dem
Schubfachprinzip mindestens zwei Personen in dasselbe Fach — haben also im gleichen Monat
Geburtstag. O

Aufgabe 7.2. (%) 51 aus {1,...,100} enthalten zwei aufeinanderfolgende.

Losung. Bilde die 50 Schubféicher

{1,2},{3,4},{5,6},...,{99,100}.

Auf 50 Féacher fallen 51 Zahlen, also mindestens zwei in dasselbe Fach. Diese beiden Zahlen
sind aber gerade aufeinanderfolgend. O
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Aufgabe 7.3. (%) 5 Punkte im 2 x 2-Quadrat, Abstand < V2.

Losung. Zerlege das 2 x 2-Quadrat in vier kongruente 1 x 1-Teilquadrate. Bei 5 Punkten
in 4 Teilquadraten liegen nach dem Schubfachprinzip mindestens zwei Punkte im selben
Teilquadrat.

Der maximale Abstand zweier Punkte in einem 1 x 1-Quadrat ist die Diagonale, also
V12 4+ 12 = /2. Die beiden Punkte haben damit Abstand hochstens v/2. O

Aufgabe 7.4. (k%) n+ 1 aus {1,...,2n} enthalten zwei teilerfremde.

Losung. Bilde die n Schubficher {1,2},{3,4},...,{2n — 1,2n}. Bei n + 1 Zahlen in n
Féchern liegen mindestens zwei Zahlen im selben Fach. Diese beiden Zahlen sind dann
aufeinanderfolgende ganze Zahlen k, k + 1.

Aufeinanderfolgende Zahlen sind aber stets teilerfremd: Jeder gemeinsame Teiler d von k und
k + 1 wiirde auch deren Differenz 1 teilen, also d = 1. O

Aufgabe 7.5. (%% %) (Klassiker) 51 aus {1,...,100} enthalten ein Teiler-Paar.

Losung. Jede natiirliche Zahl n lisst sich eindeutig schreiben als n = 2% - m mit & > 0 und
m ungerade. Wir nennen m den ungeraden Kern von n.

Fir n € {1,...,100} liegt m in {1,3,5,...,99}, das sind genau 50 verschiedene mogliche
ungerade Kerne. Wir bilden 50 Schubfécher, eines pro Kern.

Bei 51 ausgewahlten Zahlen liegen nach dem Schubfachprinzip mindestens zwei im selben
Fach, haben also denselben ungeraden Kern m. Diese beiden Zahlen sind dann von der Form

ny = 2k1 -m, no = 2k2 -m (k‘l 75 k‘Q).

Sei 0.B.d. A. k1 < ko. Dann ist ny | ng, denn ng/ng = 2k27%1 ¢ N. O

Aufgabe 7.6. (k%) (MO-Stil) 7 Zahlen, Summe oder Differenz durch 10 teilbar.

Losung. Wir betrachten Reste mod 10. Zwei Zahlen a, b haben
o Differenz a — b durch 10 teilbar <= a = b (mod 10),
e Summe a + b durch 10 teilbar <= a = —b (mod 10).

Wir fassen daher Reste zu Restpaaren zusammen, die je r und —r mod 10 enthalten:

{0}, {5}, {1,9}, {2,8}, {3,7}, {4,6}.

Das sind 6 Schubficher. Bei 7 Zahlen fallen nach dem Schubfachprinzip zwei in dasselbe Fach.
Dann sind ihre Reste entweder gleich (Differenz durch 10) oder negativ zueinander (Summe
durch 10). O
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16 Invariantenprinzip — Losungen

Aufgabe 8.1. (%) Mutiliertes Schachbrett.

Losung. Antwort: Nein.

Farbe das Schachbrett klassisch in 32 schwarze und 32 weifle Felder. Diagonal gegeniiberlie-
gende Eckfelder haben dieselbe Farbe (z. B. beide weif}). Nach dem Entfernen bleiben also 30
weile und 32 schwarze Felder.

Jeder Dominostein deckt aber stets genau ein weifles und ein schwarzes Feld ab. Bei 31
Dominosteinen wiirden 31 weifle und 31 schwarze Felder bedeckt — das passt nicht zur
Verteilung 30 : 32.

Die Differenz ,weifl — schwarzist also eine Invariante: vor und nach dem Auslegen ist sie —2,
beim vollstdndigen Belegen miisste sie aber 0 sein. Widerspruch — das Auslegen ist unméglich.
d

Aufgabe 8.2. (% %) Drei Haufchen 5,7,11 — Ziel 1,2, 37

Losung. Diese Aufgabe ist ein Lehrstiick: Sie sieht nach einer Invariantenaufgabe aus, aber
tatsichlich ist das Ziel erreichbar. Naive Invarianten reichen nicht zum Unméglichkeitsbeweis
— weil keine Unmoglichkeit vorliegt.

Was passiert pro Zug? Aus einem Héufchen A werden zwei Steine genommen, einer wird
weggeworfen, der andere auf Haufchen B gelegt. Die Gesamtzahl der Steine sinkt also um 1
pro Zug.

Verdnderung in den einzelnen Hdufchen: Im Quellhdufchen A verschwinden zwei Steine —
die Paritat bleibt. Im Zielhdufchen B kommt ein Stein dazu — die Paritdt kippt. Das dritte
Hé&ufchen bleibt unverdndert. Pro Zug kippt also genau eine Haufchenparitét.

Bilanz: Anfang 5,7,11 (alle ungerade), Anzahl ungerader Héufchen = 3. Ziel 1,2, 3 (zwei
ungerade), also Anzahl ungerader Héufchen = 2. Differenz 1, erreichbar nach ungeradzahlig
vielen Ziigen. Gesamtzahl Anfang 23, Ziel 6, also nach 17 Ziigen (17 ungerade). Konsistent.

Konstruktive Losung (eine Maglichkeit): Wir verkiirzen die Haufchen geschickt, z. B. schiebt
man sukzessiv Steine vom 1ler- aufs Ser-Haufchen und reduziert dabei. Mit etwas Geduld
kommt man zur Konfiguration 1,2, 3.

Lehre fiur den Zirkel: Eine Aufgabe in der Form ,,Kann man von X zu Y kommen?"muss
nicht automatisch eine Invariante als Hindernis haben. Hier ist eine echte Diskussion mit den
Schiiler:innen wertvoll: erst nach einer Invariante suchen, dann (wenn keine offensichtliche
existiert) konstruktiv eine Zugfolge angeben. O

Aufgabe 8.3. (% %) Tafel 1,...,2025, ersetze a,b durch a + b — 1.

Losung. Definiere die Invariante

I = (Summe aller Zahlen) — (Anzahl der Zahlen).

Pro Schritt:
e Summe: a + b wird zu a + b — 1, Verdnderung —1.

e Anzahl: zwei Zahlen werden zu einer, Verdnderung —1.
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Damit dndert sich 7 um —1 — (—1) = 0 — [ ist invariant.

Anfangswert: Iy = (142+- - -+2025)—2025 = 20222026025 = 2025-1013—2025 = 2025-1012.
Konkret: 20252026 — 951 325 und Iy = 2051 325 — 2025 = 2 049 300.

Endzustand: Eine einzige Zahl x steht an der Tafel, also Ignge = ¢ — 1.

Aus Ignge = Ip folgt
xz=1Ip+1=2049301. O

Aufgabe 8.4. (%% %) (Vorzeichen-Spiel) Sechseck 1,0, 1,0,0,0 — alle gleich machen?

Loésung. Antwort: Nein.

Farbe die sechs Ecken abwechselnd Schwarz/Weifl. Da 6 gerade ist, sind genau drei Ecken
jeder Farbe — jede Kante verbindet Ecken verschiedener Farbe.

Definiere
- ¥ - %

schwarze Ecken  weifle Ecken

Pro Zug erhoht man zwei benachbarte Zahlen je um 1 — also genau eine schwarze und eine
weile Ecke. Damit &ndert sich D um +1 — 1 =0, D ist invariant.

Wir nummerieren die Ecken 1, ..., 6 in der angegebenen Reihenfolge und farben 1, 3, 5 schwarz,
2,4,6 weifl. Ausgangswerte 1,0,1,0,0,0:

Do=(1+140)—(04+0+0)=2.
Wéren am Ende alle sechs Zahlen gleich ¢, so wére
Dgnge =3¢ — 3¢ =0 # 2.

Widerspruch — das Ziel ist unerreichbar. O

Aufgabe 8.5. (%% %) (Wettbewerb) Tafel 1,...,2024, ersetze a,b durch a + b und |a — b| —
alles 17

Losung. Antwort: Nein.
Schliisselbeobachtung: Pro Schritt entstehen aus a, b die beiden Zahlen a + b und |a — b|.
Nun gilt

max(a+b,|a —b]) =a+b > max(a,b).

Das Mazimum aller Zahlen an der Tafel kann also pro Schritt nie kleiner werden — es ist
(schwach) monoton.

Anfangsmazimum: Unter den Zahlen 1,2, ...,2024 ist My = 2024.

Endmazimum (falls Ziel erreicht): Wenn alle Zahlen 1 wéren, so wire Mgpge = 1.

Aber 1 < 2024 = My — das Maximum hétte abgenommen. Widerspruch zur Monotonie. [
Bemerkung fiir die Zirkelleitung: Diese Aufgabe zeigt, dass auch Monotonie-Argumente
(eine Grofle kann nur in eine Richtung wandern) als ,,weiche Invariante'funktionieren. Eine

alternative Losung iiber die Quadratsumme S = 3" 22 ist moglich, aber komplizierter, da S
nicht-trivial wachst — dort braucht man eine zusétzliche Paritdtsbetrachtung.
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FEnde der Léosungen.
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