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1 Einfiihrung

1.1 Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit dem Satz iiber die Lie-Gruppen Struktur
der Isometrie-Gruppe einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit. Die Wichtigkeit die-
ses Ergebnisses begriindet sich zum einen aus der besonderen Rolle der Isometrien als
spezielle Invarianten eines geometrischen Raums aber auch durch deren breite Anwen-
dung in der mathematischen Physik zur Beschreibung von Bewegungen. Die Theorie der
Lie-Gruppen bietet dann einen breites Repertoire an Methoden um hier interessante Er-
gebnisse zu produzieren.

Der (Original-)Beweis des Satzes ist fiir eine Einfithrungsveranstaltung Differentialgeo-
metrie zu recht anspruchsvoll, weshalb er meist als Fakt zitiert wird. Eine der Zielsetzun-
gen dieser Arbeit ist es daher einen Beweis so zu prisentieren, dass er einem Leser mit
ein bis zwei Semestern Studium der Differentialgeometrie zuginglich ist. Der Beweis der
hier prisentiert wird geht auf das Paper ,Automorphism Groups“ von Werner Ballmann
[Ball] zuriick, welches selbst wiederum Argumenten aus dem Buch von Kobayashi [Kob]
folgt. Die Ideen in Kapitel 2 und Kapitel 3 entstammen diesem Paper und werden dort
detailliert ausgearbeitet. Dabei wurde darauf Wert gelegt nur so viel Theorie einzufiih-
ren, wie fiir den Beweis in dieser Form unerlésslich ist.

Das Besondere am hier vorgestellten Beweis ist zum einen, dass es sich beim Haupter-
gebnis um einen Satz handelt, der eine Aussage iiber eine gewisse Klasse von Diffeomor-
phismen auf einer Mannigfaltigkeit mit trivialem Tangentialbiindel macht. Was zunéchst
wie eine starke Einschrankung aussieht wird sich in Kapitel 3 als eine wesentlich allge-
meinere Aussage herausstellen. Folgt man den Bemerkungen von Kobayashi [Kob]| S.42
lassen sich mit diesen Methoden auch Aussagen iiber konforme, affine und projektive
Transformationen treffen.

Die zweite Besonderheit dieses Beweises wird verstindlich, wenn man die Geschichte
des Beweises iiber die Lie-Gruppenstruktur der Isometrien zuriick verfolgt. Fiir den Rie-
mannschen Fall wurde ein erster Beweis im Jahre 1939 von Myers und Steenrod [MySt|
geliefert. Eine dramatische Verallgemeinerung dieses Ergebnisses wurde 1959 von Palais
[Pal] gegeben. Er konnte zeigen, dass man zu jeder endlich-dimensionalen Lie-Algebra
von vollstdndigen Vektorfeldern auf einer glatten Mannigfaltigkeit eine Lie-Gruppe asso-
ziieren kann. In unserem Fall wird dies gerade die Lie-Algebra der vollstéindigen Killing-
Felder sein. In Palais ca. 100-seitigem Aufsatz wird ein Beweis gefiihrt in dem explizit



eine Topologie zur jeweiligen Lie-Gruppe konstruiert wird. In der vorliegenden Arbeit
hingegen werden die betrachteten Gruppen mit der Kompakt-Offen-Topologie versehen.
Diese erscheint fiir Raume stetiger Funktionen wesentlich natiirlicher und zugénglicher,
was einen Vorteil dieser Herangehensweise darstellt.

Es sei bemerkt, dass der Beweis in dieser Arbeit nur fiir den Riemannschen Fall voll-
stindig gelingt. Fiir den semi-Riemannschen Fall fehlt ein abschliefendes Argument fiir
die Abgeschlossenheit der Isometrie-Gruppe.

1.2 Grundbegriffe

In diesem Abschnitt wird die Notation in der vorliegenden Arbeit festgelegt und Begriff-
lichkeiten eingefiithrt. Dariiber hinaus wird an einige Ergebnisse aus der Differentialgeo-
metrie erinnert. KEs wird darauf verzichtet grundlegende Konzepte der Differentialgeo-
metrie wie z.B. Mannigfaltigkeiten, Diffeomorphismen, Vektorfelder, Metrik-Tensor und
Ahnliches zu definieren. Dafiir wird auf die Einfiihrungsliteratur verwiesen. Fiir genauere
Informationen sei darauf hingewiesen, dass hier im wesentlichen der Notation im Skript
Differentialgeometrie von Helga Baum [Baul| gefolgt wird.

Wir reservieren im Folgenden den Buchstaben M fiir eine glatte Mannigfaltigkeit (wir
betrachten ausschlieflich glatte Mannigfaltigkeiten) und bezeichnen Vektorfelder meist
mit den Buchstaben XY, Z. Die Menge der glatten Vektorfelder von M wird mit X(M)
bezeichnet. Wir schreiben T,M fiir den Tangentialraum im Punkt z € M und TM
fiir das Tangentialbiindel. Fiir eine (semi-) Riemannsche Metrik nutzen wir meist den
Buchstaben g und manchmal auch g, falls wir Wert auf den Fufpunkt legen. Dann ist
e ToM x T,M — R eine nicht ausgeartete Bilinearform. Fiir die Gruppe der Diffeo-
morphismen von M nach M schreiben wir

Diff(M) :={f : M — M|f ist ein Diffeomorphismus}.

Da wir uns in dieser Arbeit ausschliefslich mit Abbildungen von Mannigfaltigkeiten auf
sich selbst beschéftigen, reichen uns diese Notationen aus. Fiir den Push-Forward eines
Vektorfelds X mittels f € Diff (M) schreiben wir f,X und meinen damit

[ X(f(2)) = dfa(X(2)).

Definition 1.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung
f € Diff (M) heift Isometrie, falls gilt

gf(m)(dfx(?})vdfx(w)) = gz(v,w) Vo € M und Vo, w € T, M.



Die Isometrien bilden eine Untergruppe von Diff (M) die wir mit
Isom(M, g)

bezeichnen.

Im Riemannschen Fall gilt folgendes wichtiges Ergebnis.

Lemma 1.2. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und sei d die durch g indu-
zierte Abstandsmetrik. Sei nun f: M — M bijektiv mit der Eigenschaft

d(f(x), f(y)) = d(z,y)  Ve,yeM

und bezeichne Isom(M,d) die Gruppe dieser Abbildungen. Dann gilt
Isom (M, g) = Isom(M, d)

Beweis. Der Beweis ist recht umfangreich und wurde zuerst von Myers und Steenrod in
[MySt| erbracht. Eine optimierte Version des Beweises findet man z.B. in [KoNo| Vol.1
S. 169. O

Definition 1.3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X € X(M), dann bezeichnen
wir die maximale Integralkurve von X durch p € M mit 7;( (t). Dabei bedeutet maximal,

dass der Definitionsbereich I von fyg( (t) maximal ist. Der Fluss eines Vektorfeldes ist die
Abbildung

¢ WCRxM — M
() = ¢ (x) == (t)

Ein Vektorfeld heifst vollstindig wenn alle maximalen Integralkurven auf ganz R definiert
sind. Fiir vollstindige Vektorfelder gilt fiir fixes ¢t € R, dass ¢ € Diff(M). Es gilt
o 0 X = ¢fi s und ¢p = id. Die Fliisse eines vollstandigen Vektorfeldes bilden eine 1-
parametrige Untergruppe von Diff (M). Wir nutzen auch die Bezeichnung exp(sX) := ¢
fiir den Fluss von X.

Das Konzept der Integralkurve ldsst sich noch in gewisser Weise verallgemeinern. Dazu
die folgenden Definitionen.



Definition 1.4. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Distribution A vom Rang k auf M
ist eine glatte Zuordnung

A:M — TM
z — FE,CcT,M

wobei F, ein k-dimensionaler Unterraum von T, M ist. Glatt bedeutet hierbei, dass es
zu jedem z € M eine Umgebung U und Xy, ..., X, € X(U) gibt, so dass

Ay = {Xi(y),.. . Xly)} VyeU.

Im Fall einer Distribution vom Rang 1 konnen wir zur Distribution eine eindimensionale
Untermanngifaltigkeit assoziieren, ndmlich die maximale Integralkurve. Analog definiert
man fiir Distributionen vom Rang k: Eine Integralmannigfaltigkeit einer Distribution A
auf M ist eine Untermannigfaltigkeit N C M mit T,N = A, fiir alle p € N. Eine
Distribution A heift integrierbar, wenn es zu jedem x € M eine Integralmannigfaltigkeit
N(x) von A gibt mit x € N(z). In diesem Fall verlauft durch jeden Punkt x € M eine
eindeutig bestimmte, maximale zusammenhéngende Integralmannigfaltigkeit von A und
es gilt:

N(z) := {a c M) 3 stiickweise glatte Kurve v : 1 — M, }

die x mit a verbindet, mit 7/(t) € Ay VE € 1

Zuletzt erinnern wir noch an Killing-Vektorfelder.

Definition 1.5. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei X € X(M) und
#;X der Fluss von X. Dann gilt

X ist ein Killing-Vektorfeld < ¢;¥ : Uy € M — ¢;X(U;) C M sind Isometrien.

Wir bezeichnen die Menge der Killing-Vektorfelder mit Kill(M, g). Wir zitieren folgende
Ergebnisse {iber Killing-Vektorfelder.

1) Seien X,Y € Rill(M, g), dann ist auch [X,Y] € Kill(M, g).
2) Sei X € Rill(M, g). Fiir den Levi-Civita-Zusammenhang V beziiglich (M, g) gilt

g(VyX,Z)+g(Y,VzX)=0 VZY € X(M).

1.3 Uber Lie-Gruppen

Da wir uns im besonderen fiir Lie-Gruppen interessieren wiederholen wir hier die grund-
legenden Definitionen und beweisen einige fiir uns niitzliche Eigenschaften von Lie-
Gruppen.



Definition 1.6. Eine Gruppe G heift Lie-Gruppe oder Liesche Gruppe falls sie eine
C*°—Mannigfaltigkeit ist, so dass die Abbildung der Gruppenverkniipfung

:GxG — G

(g.a) — g-a!

glatt ist.

Ist G eine Lie-Gruppe, dann sind die Gruppenhomomorphismen
Ly:G — G Linkstranslation

a — g-a

Ry:G — G Rechtstranslation

a a-g

I

Diffeomorphismen.

Zu jeder Lie-Gruppe ldsst sich ein Vektorraum assoziieren. Dies ist Gegenstand der néichs-
ten Definitionen.

Definition 1.7. Ein Paar (V,[,]) heift Lie-Algebra, falls V' ein reeler Vektorraum ist
und [,]: V x V — V die folgenden Eigenschaften erfiillt:

1) [,] ist schiefsymmetrisch.
2) [,] ist linear in beiden Komponenten.
3) Es gilt die Jacobi-Identitét

X, Y])Z]+[[Y, 2], X]+[[2,X],Y]=0 VX,Y,Z€eV.

Definition 1.8. Sei G eine Lie-Gruppe. Ein Vektorfeld X € X(G) heift linksinvariant
falls (Lg)«X = X fiir alle g € G gilt, d.h.

(Lg)« X (Lg(a)) = d(Lg)a(X(a)) = X(g-a) = X(Lg(a))  Va,g€G.

Bemerkung 1.9. Der Kommutator [X, Y] zweier linksinvarianter Vektorfelder ist auch
linksinvariant, denn es gilt fiir X,Y € X(G) linksinvariant,

(Lg)«[X, Y] = [(Lg)« X, (Lg)Y] = [X, Y.



Definition 1.10. Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe G ist der Vektorraum aller linksin-
varianten Vektorfelder von G mit dem Vektorfeld-Kommutator. Wir bezeichnen mit

g = LA(G)

die Lie-Algebra von G.

Bemerkung 1.11. Sei e das neutrale Element der Lie-Gruppe. Dann ist die Abbildung

g — T.G
X — X(e

ein Vektorraum Isomorphismus, da X (g) = (dLg)e(X (e)) gilt. D.h. ein Linksinvariantes
Vektorfeld ist durch seinen Wert im neutralen Element eindeutig festgelegt. Somit ist
dim(g) = dim(G) und man kann g mit 7.G identifizieren. Die Lie-Klammer auf T.G
wird definiert durch

[v,w] := [V, W](e) VYo, w € TG,

wobei V(g) := (dLg)e(v) und W(g) := (dLg)e(w).

Beispiel 1.12. Die am besten bekannten Beispiele fiir Lie-Gruppen sind Matrizengrup-
pen. So ist z.B,

GLyn(R) C M(n,R) ~R"

die Gruppe der invertierbaren nxn Matrizen eine offene Untermannigfaltigkeit des Raum-
es aller n x n Matrizen. Dies folgt sofort unter Benutzung der Determinantenfunktion,
GL,(R) ist dann gerade das Urbild von (00, 0) U (0,00). Da GL,(R) offen ist, folgt, dass
T.(GL,(R)) = M(n,R) die Lie-Algebra von von GL,(R) ist. Diese wird auch oft mit
gl(n,R) bezeichnet.

Das folgende Lemma wird spéter niitzlich sein. Es besagt im Wesentlichen, dass man
die Struktur einer Lie-Gruppe bzw. der Zusammenhangskomponente des neutralen Ele-
ments bereits kennt wenn man die Lie-Gruppe auf einer kleinen Umgebung des neutralen
Elements kennt.

Lemma 1.13. Sei G eine Lie-Gruppe und bezeichne Go die Zusammenhangskomponente
des neutralen Elements e. Set U eine Umgebung von e. Dann wird Gy von U erzeugt,
d.h. fiir g € Go eixistiert ein k € N und ¢1,...,9x € U, so dass g=g1 ... gk.



Beweis. Bezeichne U™! := {g7!|g € U}. Dann ist U~! offene Umgebung von e. Sei nun
V = UNU~! Und bezeichne weiter V¥ = {gy-...-grlg1,...,gr € V}. Die V* sind offen
und also auch

W .= G vk,
i=1

Andererseits ist W auch abgeschlossen, denn es gilt

Go\W= |J aW.
a€Go\W offen
————

offen

Damit folgt die Behauptung. O

Es folgt noch ein Lemma {iber die maximalen Integralkurven von linksinvarianten Vek-
torfeldern, dass uns spéter helfen wird die Lie-Algebra der Isometrie-Gruppe zu charak-
terisieren.

Lemma 1.14. Sei G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Bezeichne px die mazi-
male Integralkurve eines linksinvarianten Vektorfeldes X € g durch das neutrale Element
e € G. Dann ist px auf ganz R definiert.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle s, ¢t im Definitionsbereich I = (tin, tmaz) C R
von px fir die auch s +¢ € I liegt

px(s+1t) = px(s) - ox(t)
gilt. Sei dazu s € I fixiert und setze g := px(s) € G. Wir betrachten die glatten Kurven

n:tel — g-ex(1)€Qq,
ﬁ:TE(tmin*Satmaa:*S) = ¢X(T+S)€G'

n und 7 sind Integralkurven von X durch g € G, denn n(0) = g- px(0) =g, 7(0) =
¢x(s) =g und

1(r) = dLg(¢x (7)) = dLy(X(¢x(7))) = X(g - ¢x(7)) = X(n(7))
7(r) = ex(t+s) = X(ex(r+s)) = X(i(r)).

Aufgrund der Eindeutigkeit von Integralkurven stimmen 7 und 77 auf dem gemeinsamen
Definitionsbereich I N (tin — S, tmaz — $) liberein. Somit gilt fiir alle t € I mit t + s € I:

n(t) = ¢x(s) - ox(t) =0t) = px(s +1).



Wir zeigen nun, dass ¢y auf ganz R definiert ist. Angenommen, ¢4, < 00. Sei o :=
min(tmaz, |tminl)- Wir betrachten die Kurve n(s) := ¢x (%) X (s - %) Dann ist n(0) =
Vx (%) Sy (—%) = ¢x(0) = e und mit g := px (%) gilt:

W) = iy (e (s—5)) =dry (X (ox (s- 2)))
- r(r2)

= X(n(s))-
Dies bedeutet aber, dass 1 die Integralkurve ¢ x von X iiber t,,4,; hinaus fortsetzt, was
im Widerspruch zur Maximalitdt von ¢x steht. Analog zeigt man, dass tm, = —oco. O

1.4 Die Kompakt-Offen-Topologie

Per Definition trigt eine Lie-Gruppe G eine Mannigfaltigkeitsstruktur. Das heifst ins-
besondere, dass G ein topologischer Raum ist. Im Folgenden fiihren wir die Kompakt-
Offen-Topologie ein, die uns als Topologie auf dem Raum der stetigen Funktionen eines
topologischen Raums dient. Wir tragen zudem einige Eigenschaften zusammen, die wir
spater bendtigen werden.

Definition 1.15. Seien X und Y topologische Riume. Sei H C C%(X,Y) eine beliebige
Teilmenge der stetigen Abbildungen von X nach Y. Fiir beliebige A C X und B C Y
definiert man die folgende Teilmenge von H:

Q(A,B):={f e H|f(A) C B}.

Das Mengensystem Bgy, = {Q(K,O)|K C X kompakt und O C Y offen} bildet die
Subbasis einer Topologie auf H, der Kompaki-Offen- Topologie oder kurz KO-Topologie.
Damit ist

Bxo = {m Q(K;,0)|ln € N,Q(K;,0;) € Bgyy fiir i =1,.... ,n}
i=1
eine Basis der KO-Topologie.

Lemma 1.16. Seien X und Y topologische Rdume. Sei eine beliebige Teilmenge H C
CY%X,Y) mit der KO-Topologie versehen. Fiir i = 1,...,n seien K, K; C X kompakte
Teilmengen von X und O,0; CY offene Teilmengen von Y. Dann gilt:

(i) ﬁlQ(Ki,O) e <Q K, o>

(ii) 61 O(K,0;) = Q (o, fjl 01-)

)
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(iii) () QK 0:) € Q <[j K.
i=1 i=1

iCs

)

Beweis. [Dug] S. 258 O

(2

(iv) Q(K,0) C QK,O)

Es folgt eine Aussage iiber Abzédhlbarkeits- und Trennungseigenschaften des topologi-
schen Raums C'(X) := C%(X, X).

Lemma 1.17. Sei X ein topologischer Raum. Weiter sei X lokalkompakt, Ty und er-
fille das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom. Dann gilt fir eine beliebige Teilmenge H C C(X)
ausgestattet mit der KO- Topologie: H ist Ty und erfillt das zweite Abzdhlbarkeitsaziom.

Beweis. siehe [Schl] O

Wir filhren nun noch das Konzept der lokal gleichméfigen Konvergenz fiir beliebige to-
pologische Réume ein, dass es uns ermdglichen wird die Konvergenz in der Kompakt-
Offen-Topologie zu verstehen.

Definition 1.18. Seien X,Y topologische Réume. Eine Funktionenfolge (f,)nen C
C(X,Y) konvergiert lokal gleichmdfig auf Kompakta falls sie punktweise konvergiert
und fiir den punktweisen Grenzwert f(x) := lim f,(x) folgende Eigenschaft erfiillt ist:
Sei € X beliebig und V eine beliebige Umgebung von f(z), dann exisitiert eine kom-
pakte Menge K C X mit x € Int(K) und ein Index ng € N, so dass f(K) C V und
fn(K) CV fiir alle n > ny.

Lemma 1.19. Seien X,Y topologische Raume und (fn)neny C C(X,Y) eine Funktio-
nenfolge die lokal gleichmdfig auf Kompakta konvergiert. Dann konvergiert (fn)nen in
der Kompakt-Offen-Topologie gegen f.

Beweis. Sei O eine offene Umgebung von f in der Kompakt-Offen-Topologie. Wir be-
trachten zunéchst offene Mengen der Form Q(K, V) = O. Sei nun z € K. Wegen der lokal
gleichméfigen Konvergenz auf Kompakta existieren dann kompakte Teilmengen K, C X
mit n(z) € N, so dass f,(K;) C V fiir alle n > n(z). Weiter gilt

K c | Int(K.)
reK
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und damit existiert wegen der Kompaktheit von K ein Index [ € N mit

l
K c | mt(Ky,).
=1

Da fn(Ky,) C V fiir alle n > n(x;) gilt folgt, dass f, € Q(K,,, V) fiir alle n > n(z;).

i

Und mit Lemma 1.16 (i) gilt dann

l l
fo € QKL V) =Q (U K., V) C QK,V)
=1 =1
N———
€ Bsub

fir alle n > max{n(x;)|i =1,...,1}.

Sei nun O eine beliebige offene Umgebung von f. Da Bg,, eine Subbasis der Kompakt-
Offen-Topologie bildet existiert ein W C O derart, dass

W= ﬁ Q(K;, 0:)

=1

fiir Kompakte K; und offene O;. Aus dem ersten Fall wissen wir, dass fiir jedes i €
{1,...,n} ein Index N; € N existiert, so dass f, € Q(K;, O;) fiir alle n > N; gilt. Wéhle
nun N := max{N;|i = 1,...,n}. Dann ist f, € Q(K;,O;) fiir alle n > N und alle
i€ {l,...,n}. Es folgt, dass f, € W C O fiir alle n > N und damit die Behauptung.

O]

1.5 Parallelisierbarkeit

Im Folgenden wird das Konzept der Parallelisierbarkeit einer Mannigfaltigkeit eingefiihrt.
Unser Hauptergebnis wird sich dann auf solche Mannigfaltigkeiten beziehen, welche par-
allelisierbar sind. Im Wesentlichen sind parallelisierbare Mannigfaltigkeiten solche, auf
denen eine globale Basis von glatten Vektorfeldern im Tangentialraum jedes Punktes
existiert. Damit sehen wir bereits durch den Satz vom Igel, dass dies eine starke Ein-
schrankung darstellt. Wir werden dann aber in Kapitel 3 sehen wie wir zu einer beliebigen
Mannigfaltigkeit eine parallelisierbare Struktur assoziieren kénnen, um dort dann inter-
essante Ergebnisse iiber die Mannigfaltigkeit zu beweisen.

Definition 1.20. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine Paralleli-
sierung oder globaler Rahmen ist ein Diffeomorphismus @ : M x R® — TM, so dass
gilt:

®(p,-) : R* — T,M
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ist ein linearer Isomorphismus fiir alle p € M, wobei hier der R™ auch durch einen anderen
n-dimensionalen reellen Vektorraum ersetzt werden kann.

Sei nun @ eine Parallelisierung von M. Fiir jedes z € R™ erhalten wir ein glattes Vektor-
feld Z auf M durch

Z(p) = ®(p, 2).
Z wird konstantes Feld (in Bezug auf ®) genannt. Der Vektorraum der konstanten Felder
hat Dimension n.
Die Automorphismengruppe Aut(®) ist die Gruppe aller Diffeomorphismen von M nach
M, so dass

df(Z)=Zo f
fiir alle konstanten Felder Z gilt.
Bemerkung 1.21.

1) Im Allgemeinen ist der Vektorraum der konstanten Felder keine Unteralgebra der
Lie-Algebra aller Vektorfelder.

2) Die Bezeichnung , konstantes Feld* lésst sich am besten wie folgt motivieren. Jedes
konstante Feld Z ist eine  konstante” Linearkombination von bestimmten Basis-
vektoren. Sei dazu ey, ..., e, eine Basis des R™. Wegen der Isomorphieeigenschaft
von @ in der 2. Komponente gilt fiir

n
z= g a;e; € R™,
i=1

dass
n n
Z(p) = q)(p, Z) =o (pa Zaiei> — Z aiq)(p7 ei)-
i=1 i=1
Die Koeffizientenfunktionen von Z beziiglich der Basis F; := ®(-,¢;) sind also
konstant.

3) Die Eigenschaft parallelisierbar zu sein bringt starke topologische Einschréinkungen
flir M mit sich. So ist zum Beispiel bekannt, dass fiir M = S™ genau dann ein
globaler Rahmen existiert, wenn n € {1,3,7}. Dass auf M = S, 83,57 globale
Rahmen existieren erkennt man an folgendem Beispiel, wenn man zusétzlich in
Betracht zieht, dass auf diesen M eine Lie-Gruppen-Struktur existiert.

Beispiel 1.22. Sei G eine Lie-Gruppe und g die Lie-Algebra der linksinvarianten Vek-
torfelder. Dann ist durch

b:Gxg — TG
(p,2) — Z(p)

ein globaler Rahmen gegeben. Wir nennen & die linksinvariante Parallelisierung von G.
Die Automorphismen von ® sind die Linkstranslationen L, fiir alle g € G.



2 Die Automorphismengruppe einer
parallelisierbaren Mannigfaltigkeit

Wir kommen nun zum Hauptergebnis der Arbeit. Zunéchst legen wir einige Notationen
fest.

Im Folgenden sei 0.B.d.A. die Mannigfaltigkeit M stets zusammenh#ngend und paralleli-
sierbar. Es bezeichne ~;(t) die maximale Integralkurve des konstanten Feldes Z = ®(, z)
mit der Anfangsbedingung ~;(0) = p. Dann ist
p:OCMxR"XR — M
(. 5t) = ()

eine glatte Abbildung. Weiter ist O C M x R™ x R offen und enthélt die abgeschlossene
Menge M x R™ x {0}. Es gilt:

p(p,az,t) = ¢(p, z,at) Va € R (2.1)

fle(p, 2,1)) = o(f (), 2, 1) Vf € Aut(¢) (2.2)

Beweis. Die erste Gleichung 2.1 ist eine direkte Konsequenz aus der Kettenregel, so dass
d z / z /
Pz at)) = (y(at)) = ay(at)

= aZ(y,(at))

Also ist 7, (at) die maximale Integralkurve von aZ und damit folgt die Gleichheit. Fiir
die zweite Gleichung 2.2 bemerkt man, dass f(7;(0)) = f(p) und nutzt die definierende
Eigenschaft von f € Aut(¢)

L (femzt) = FO0) = dhygn(50))

= dfy: ) (Z( 1) = [ (Z (2 (1) = Z(f (5 (1)),

womit man sieht, dass f(¢(p, z,t)) die maximale Integralkurve von Z durch f(p) ist und
die Gleichheit folgt. O

Weiter sei ¢.(p) := ¢p(2) := ¢(p,2,1) fiir z € R". Dabei ist jeweils aus dem Kontext
klar, welche Abbildung betrachtet wird. Bezeichne D, C M und D, C R" jeweils deren
(maximalen) Definitionsbereich. Dabei ist unter Umstédnden D, = () fiir manche z € R™.
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Mit Gleichung 2.1 ist unter Ausnutzung der Eigenschaft lokaler Fliisse auch sofort klar,
dass p_, = ¢(-,z,—1) = ¢!, Zuletzt bezeichnen wir mit I' die Familie aller lokalen
Diffeomorphismen + gegeben durch

7:@210...0@2m

fiir beliebige m € N und z; € R”. Fiir jedes v € I gilt, dass auch v~! € T'. Den Definiti-
onsbereich von v € I' bezeichnen wir mit D..

Von nun an seien alle Untergruppen G C Aut(¢) mit der Kompakt-Offen-Topologie
versehen. Wir formulieren nun die Hauptergebnisse dieses Abschnitts.

Satz 2.1. Die Wirkung von Aut(®) auf M ist frei, d.h. gilt fi(x) = fo(x) fir irgendein
x € M, dann gilt bereits fi = fo. Fiir alle p € M ist die Orbit-Abbildung

op: Aut(p) — M
g = g(p)

eine eigentliche Abbildung, d.h. o, ist stetig und die Urbilder kompakter Mengen sind
kompakt. Durch o, wird Aut(®) auf eine abgeschlossene Menge o,(Aut(¢)) C M abge-
bildet.

Korollar 2.2. Eine Untergruppe G von Aut(¢) ist abgeschlossen, genau dann wenn ein
p existiert, so dass G(p) C M abgeschlossen ist. Oder aquivalent: genau dann wenn
G(p) C M abgeschlossen ist fir alle p € M.

Satz 2.3. Sei G eine abgeschlossene Untergruppe von Aut(®). Dann gilt
1) Fir alle p € M ist der Orbit G(p) eine Untermannigfaltigkeit von M.

2) Die glatte Struktur, die durch oy, induziert wird ist unabhdngig von p und macht G
zu etner Lie-Transformationsgruppe auf M.

3) Der Bahnenraum G\ M hat eine eindeutige glatte Struktur, fir die die Projektion
M — G\ M ein glattes Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe G ist.

Punkt 3) wird fiir uns keine grofe Bedeutung haben, daher sei der interessierte Leser
eingeladen sich die entsprechenden Begriffe und den Beweis in der Literatur nachzu-
schlagen (ein Verweis erfolgt im Beweis von Satz 2.3. Wir zitieren Punkt 3) hier nur der
Vollstandigkeit halber. Wir beginnen nun mit dem Beweis der Sitze 2.1 und 2.3. Der
Beweis erfolgt in mehreren Schritten. Der erste Schritt, bis Lemma 2.9, besteht darin
die Abgeschlossenheit von Aut(¢) in der Kompakt-Offen-Topologie nachzuweisen. Da-
bei werden die lokalen Diffeomorphismen I' eine wesentliche Rolle spielen, die wegen der
Automorphismeneigenschaft von f € Aut(¢) in einem natiirlichen Zusammenhang mit
Aut(¢) stehen. Dies ist Gegenstand des nichsten Lemma. Dariiber hinaus weisen wir im
Anschluss einige niitzliche Eigenschaften von I' nach.
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Lemma 2.4. Fir alle f € Aut(¢) und v € T gilt,

foy=n0of.
Insbesondere ist D., invariant unter f (d.h. f(D,) = D).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort mit Bemerkung (3.2) oben, denn es gilt

fog.of M p) = fle(f M p),21))

Lemma 2.5. Fiir alle p € M existieren offene Umgebungen U C M wvon p und V C R"
von 0 € R", so dass fiir alle ¢ € U die Abbildung ¢4 : V — M ein Diffeomorphismus auf
eine Umgebung von q ist.

Beweis. Wir nutzen zum Beweis den Satz vom lokalen Diffeomorphismus. Dazu bemerken
wir zunéchst, dass die maximale Integralkurve des Nullvektorfelds 0 € 7, M durch die
konstante Kurve yg(t) = p gegeben ist. Wir betrachten die Funktion

p:WCMxR* - MxM
(p.2) = (p,¢:(p))
wobei W eine offene Umgebung von (p,0) ist. Seien nun @,}; Karten um p in M und )
eine Karte um ¢,(p). Dann sind ¢ := @ x idgn und ¢ := 9 x ¢ Karten um (p,0) bzw.

(p, 2(p)). Nach der obigen Feststellung gilt fiir das Differential von ¢ im Punkt (p,0)
und den entsprechenden Fuftipunkten von dp, dy |

Diese Matrix ist invertierbar und damit folgt die Behauptung aus dem Satz vom lokalen
Diffeomorphismus. O

Bemerkung 2.6. Aus Lemma 2.5 erhalten wir insbesondere auch die folgende Aussage:
sei p € M, dann existiert eine Umgebung U C M von p und eine offene Umgebung
V' C U von p sowie eine kompakte Menge K C R™ mit 0 € Int(K), so dass

we(K)CU Vg e V.
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Denn nach Lemma 2.5 finden wir U € M x M mit (p,p) € U, so dass ¢ : qb_l(ﬁ) - U
ein Diffeomorphismus ist. Dann finden wir aber eine Umgebung U C M von p, sodass
UxU cUund ¢: ¢~ (U xU) — U x U ist immer noch ein Diffeomorphismus. Dann ist
U x {0} C (U x U), denn ¢ ist in der ersten Komponente die Identitit. Dann finden
wir aber ein € > 0 und ein V C U, so dass

V x K.(0) C o1 (U x U).

Dann gilt aber mit K = K¢(0), dass

i3
2

we(K)CU Vg e V.

Lemma 2.7. Fir alle p,q € M ezistiert ein v € T' mit y(p) = q.
Beweis. Wir zeigen, dass fiir alle p € M der Orbit

L(p) :== {v(p)ly €T}

ganz M ist. Dazu nutzen wir als Argument, dass M zusammenhdngend ist, und weisen
nach, dass I'(p) offen und abgeschlossen ist. Das I'(p) offen in M ist, folgt als Konsequenz
aus Lemma 2.5. Es bleibt zu zeigen, dass M \ I'(p) offen ist. Sei dazu x € M \I'(p). Dann
gilt aber I'(z) € M \TI'(p). Denn angenommen es gibt ein & € I'(z) NT'(p), dann existieren
Y1,¥2 € I' mit

7(@z)=2 und  y(p) =1

1

Da aber v~ in I liegt fiir alle v € T, folgt

HE) =2 =1 (k) =2

ein Widerspruch zur Wahl von z. Es folgt, dass M \ I'(p) offen, also I'(p) abgeschlossen
ist. Insgesamt erhalten wir I'(p) = M und somit die Behauptung. O

Es folgt ein technisches Lemma, dass uns dabei helfen wird globale Aussagen iiber be-
stimmte Funktionen und Vektorfelder zu treffen, die wir nur lokal, bzw. sogar nur in
einem Punkt kennen.

Lemma 2.8. Sei f: M — M eine Abbildung, fiir die f o~y =~yo f fir alley €T gilt.
Dann ist f glatt und es gilt df (Z) = Z o f fir alle konstanten Felder. Insbesondere ist df
von mazximalem Rang.

Analog, wenn X ein Vektorfeld auf M ist, fir das X oy = dvy(X) fir alle v € ' gilt, dann
ist X glatt und [ X, Z] = 0 fir alle konstanten Felder Z. Ist dariiber hinaus X wvollstandig,
dann ist die 1-Parameter Gruppe, die von X erzeugt wird, Teilmenge von Aut(®).
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Beweis. Sei p € M und betrachte
op:V— M,
wobei V' wie in Lemma 2.5 gewdéhlt ist. ¢ list sogar eine Karte um p. Damit gilt lokal:

Flep(2)) = s (2)-

Aber ¢y(,) ist ein lokaler Diffeomorphismus um f (p) und ¢, ist ein Diffeomorphismus
um p. Die rechte Seite hingt also glatt von z ab und somit auch die linke Seite. Es folgt,
dass f glatt ist, sogar ein lokaler Diffeomorphismus, womit der Rang von df maximal ist.
Bezeichne nun wieder 7, die maximale Integralkurve des konstanten Feldes Z durch p.
Dann gilt:

azw) = df (o2 0nm0)

d
= @(f o SO(]% Zat))|t=0

d
= L (feetz1))h=o

d

= %(@(f(p)’ tz, 1))|t=0

= L))

= Z(f(p))-

Womiit df (Z) = Z o f gezeigt ist.

Die Glattheit von X zeigt man mit den Gleichen Argumenten wie die Glattheit von f.
Um die Behauptung iiber den Kommutator zu zeigen, nutzt man die spezielle Darstellung
des Kommutators iiber lokale Fliisse, die sich in unserer Notation wie folgt liest:

12,X1(0) = 5 ((@p42) o X (0:0) oy -

Fiir eine Herleitung vgl. [Baul|. Damit ergibt sich aber sofort mit den Eigenschaften von
X fiiry e T,

d

[Zv X} (p) = % ((dwftz)wz(p)X(SOtz(p)))‘tzo

_ %a(@,m(%(pnnuzo
d

= %(X(p))u:o

= 0
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womit die Relation [X,Z] = 0 fiir konstante Felder Z bewiesen ist. Dass die lokalen
Fliisse gbix eines vollstdndigen Vektorfeldes X eine einparametrische Untergruppe von
Diff (M) bilden, ist bekannt. Wir zeigen nur, dass die lokalen Fliisse eines Vektorfeldes X
wie oben in Aut(®) liegen. Dazu nutzen wir, dass fiir kommutierende Vektorfelder auch
deren Fliisse kommutieren, also

o 0 pZ = ¢Z o ¢ fiir alle s, im Definitionsbereich < [X, Z] =0
vgl. [Baul]. In unserer Notation gilt also fiir ein konstantes Feld Z mit der oben bewie-
senen Relation fiir den Kommutator von X und Z,

¢g( O Psz = Psz © ng(

Ableiten nach s ergibt

Z(7 (0:(p)) = Z(p:(7 (1))

= %(@sz(¢ix (p)))\szl

= 6 (e D))o

= D)ot (oD

= d(¢1)p.p) (Z2(22(p)))
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Das folgende Lemma macht eine Aussage {iber das Konvergenzverhalten innerhalb von
Aut(¢) und wird es uns ermoglichen Satz 2.1 zu beweisen.

Lemma 2.9. Sei (fn)nen eine Folge in Aut(®) mit der Eigenschaft, dass (fn(p))nen
konvergiert fir irgendein p € M. Dann konvergiert (fn(z))nen fir alle x € M. Der
Punktweise Limes f(x) := lim f,(x) liegt in Aut(®) und (fn)nen konvergiert gegen f in
der Kompakt-Offen-Topologie.

Beweis. Wir setzen ¢ := lim f,(p). Bezeichne weiter U, die offene Umgebung von ¢, auf
n—oo

der ¢4 ein Diffeomorphismus ist (vgl. Lemma 2.5). Wegen der Konvergenz von (fy,(p))nen
existiert ein Index ng, so dass fy(p) € Uy fiir alle n > ng. Setze

Rn = @;l(fn(P))
fir n > ng, dann ist (zy,)n>n, eine Folge in R™ mit z, — 0, denn ¢, ist ein Diffeomor-
phismus mit ¢,(0) = ¢ und es gilt @,(z,) = fn(p). Damit ergibt sich:
(fu(p), =2n,1) = @z, (fa(p))
= ¢—z,(q(2n))
= Pz (02(q))
= q.
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Daraus folgt wegen f, € Aut(®):

FM@) = 12 e (fa(P), =205 1) = p(—20) "= p. (2.3)
Wir haben also gezeigt, dass die Folge der Inversen in ¢ gegen p konvergiert. Sei nun
weiter x = y(p) fiir ein beliebiges v € I' mit p € D,. Da D, eine offene Umgebung von
q ist existiert ein ny mit f,, '(¢q) € D, fiir alle n > ny. Nach Lemma 2.4 ist D, invariant
unter f, € Aut(¢) und damit also ¢ = f,,(f,'(q)) € D.. Weiterhin erhalten wir mit
Lemma 2.4

n— 00

fu(x) = fu(v(p)) = v(fu(p)) = v(q). (2.4)

Damit erhalten wir nach Lemma 2.7, dass (f,)nen fur alle z € M konvergiert. Aus
Gleichung 2.4 wird klar, dass f mit Elementen aus I' kommutiert. Nach Lemma 2.8 gilt
damit, dass f glatt ist f.oZ = Zo f fiir konstante Felder. Die gleichen Argumente gelten
fiir f~! = lim f, 1. Da aus Gleichung 2.3 folgt, dass f~1(¢) = p und sich dieses Argument
mit 2.4 leicht auf ganz M ausdehnen lisst erhalten wir, dass f~! tatsichlich die Inverse
zu f ist. Damit gilt aber f € Aut(¢).

Zur Konvergenz in der Kompakt-Offen-Topologie weisen wir nach, dass (f,)nen lokal
gleichmifig auf Kompakta konvergiert. Sei dazu x € M beliebig und U eine Umgebung
von f(z). Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass U bereits wie in Bemerkung 2.6 ist. Nach
Bemerkung 2.6 existiert eine offene Umgebung V' C U von f(z) und ein Index ng € n
mit f,(x) € V fiir alle n > ng sowie ein kompaktes K C R™ mit 0 € Int(K), so dass

und mit Lemma 2.4 folgt nun

fn(%px(K)) = SOfn(x)(K) cU Yn > ng.

Da ¢, (K) kompakt und 0 € Int(K), also auch x € Int(p,(K)), konvergiert also ( fn)nen
lokal gleichméfig auf Kompakta und somit nach Lemma 1.19 auch in der Kompakt-Offen-
Topologie. O

Wir kénnen nun Satz 2.1 beweisen.
Beweis von Satz 2.1 Angenommen f € Aut(¢) besitzt einen Fixpunkt p € M. Sei ¢ € M

beliebig, dann existiert mit Lemma 2.7 ein v € I', so dass y(p) = ¢. Mit Lemma 2.4
erhalten wir:
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und somit gilt, da ¢ beliebig war, f =id. Also wirkt Aut(¢) frei auf M. Dies ermoglicht
es und nun sinnvoll von

o*p_l:G(p) —  Aut(¢))
flp) = f

zu sprechen. Mit Lemma 2.9 und dem Fakt, dass Konvergenz in der KXO-Topologie auch
punktweise Konvergenz impliziert erhalten wir nun, dass o, und o, 1 folgenstetig sind
und mit Lemma 1.17 also stetig. Dies macht o, zu einem Homdéomorphismus auf sein
Bild und es folgt die Behauptung. O

Wir werden nun Satz 2.3 beweisen. Wie wir bereits in Lemma 2.8 gesehen haben lie-
gen die Fliisse von vollstdndigen Vektorfeldern, welche mit allen konstanten Feldern Z
kommutieren, in Aut(¢). Die Idee wird es daher sein sich eine abgeschlossene Untergrup-
pe G C Aut(¢) vorzugeben und solche vollstindigen Vektorfelder zu betrachten, deren
Fliisse ganz in G liegen. Diese werden dann eine integrierbare Distribution bilden welche
uns die Mannigfaltigkeitsstruktur auf G liefert. Dariiber hinaus werden wir einsehen, dass
uns die Fliisse dieser Felder die Lie-Gruppen-Struktur auf G liefern.

Definition 2.10. Bezeichne | C X(M) die Menge aller glatten Vektorfelder, fiir die
[X,Z] = 0 fiir alle konstanten Felder Z gilt. Dann ist [ eine Lie-Algebra, denn fiir
X,Y €[ gilt mit der Jacobiidentitéat:

HXa Y]’Z] = _[[Z>X]>Y] - [[Y? Z]vX} =0

und damit [X,Y] € [. Offenbar ist [ ein Vektorraum und die Jacobiidentitét des gew6hn-
lichen Kommutators von Vektorfeldern gilt auch in .

Lemma 2.11. Fiir jedes p € M ist die Auswertungsabbildung

I - M
X — X(p)

injektiv. Also ist dim ! < dim M.

Beweis. Sei X € [ und bezeichne ¢2X den Fluss von X. Aus der Riemannschen Geometrie
ist bekannt (vgl. [Baul]), dass dann gilt

o3 (o(p, 2,1) = @6 (), 2, 1)

fiir alle s, im Definitionsbereich von o, ¢X. Sei X1, X5 € [ und X := X7 — X5. Ange-
nommen X (p) = 0, betrachte die Menge:

N :={q € M|X(q) = 0}.
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Wir werden zeigen, dass N = M. N ist nichtleer. Sei nun ¢ € N, wegen X (q) = 0 ist
¢§(q) = q fiir alle s € R. Also

o3 (p(q, 2,1)) = ¢(q, 2, t)

und somit ist X (g) = 0 in einer Umgebung von g. Also ist N offen. Aber N ist auch
abgeschlossen, da M \ N offen ist, was sofort aus der Glattheit von X folgt. Aber M ist
zusammenhingend und damit gilt

X=0= X; = Xo.

Sei nun G C Aut(¢) eine abgeschlossene Untergruppe. Bezeichne mit C C [ den Kegel,
der von allen vollstédndigen X € [ aufgespannt wird fiir die exp(sX) := ¢X € G fiir alle

s € R ist. Kegel heifst: ist X e Cund t € R>0, dann ist auch tX € C.

Lemma 2.12. Sei g € G und X € C. Dann ist auch g. X € C.

Beweis. Der Fluss von g, X ist gegeben durch g oexp(sX)o g~ !, denn

d B d
E(goexp(SX)og I(P)) = dt(9°79 Hp)X (S))

0 (-1
= dgexp(sX Yog—1(p) (X Y91 (p) X )>
= g:X(goexp(sX)og™(p)

- dgexp(sX

Damit ist exp(sf«X) € G und vollstindig und es folgt die Behauptung. O

Sei nun weiter g C [ die lineare Hiille von C. Sei A die Distribution gegeben durch

={X(@)IX €g}.

Aus Lemma 2.11 folgt sofort, dass wenn Xi, ..., X} eine Basis von g ist dann ist auch
X1(p), ..., Xk(p) eine Basis von A, fiir alle p € M. Wir wihlen nun eine Basis X1,..., X},
von g, so dass X; € C fir 1 <i < k.

Sei p € M und wihle h : U € R** — M eine glatte Abbildung von einer offenen Menge
p €U CR" sodab h(ug) = p fiir ein ug € U und dh, (R" %) ein lineares Komplement
von Ah(u) ist. D.h.

ThwyM = dho(R"F) & Ay



fir alle w € U. Zur Konstruktion von h siehe Anhang Lemma 4.1. Fiir v = (vy,...,v) €
R* und u € U sei
H:UxRF — M
(u,v) +— exp(v1Xy)-... exp(vgXg)(h(u))

Sei nun (eq,...,e,) die Standardbasis des R™. Dann gilt

dhy(e;) falls 1 <i<n—k

dH, i) =
(w0) (1) {XinJrk(h(u)) fallsn —k<i<n

und nach Konstruktion sind diese Vektoren linear unabhingig. Es folgt, dass dH maxi-
malen Rang in (u,0) hat. Es existiert also eine offene Umgebung O C R™ von (u,0), so
dass H : O — W := H(O) ein Diffeomorphismus ist. O.B.d.A. nehmen wir an, dass O
von der Form O = U x V ist, falls nétig verkleinern wir O entsprechend.

Lemma 2.13. Fir alle (u,v) € U XV gilt, dass die Vektoren dH , . (€n—k1:) eine Basis
von Ap(y,y) bilden. Insbesondere ist A integrabel und H)uyxvy bildet lokal eine Karte
der Integralmannigfaltigkeit von A durch h(u).

Beweis. Sei v = (vi,...,v;) € Vund i€ {l,...,k} und sei
fri=exp(v1X7)...exp(v;X;) und g :=exp(viy1Xit1) ... exp(vpXg),

dann liegen f,g in G. Es ist:
d
dH (o) (€n—kti) = g(f o exp(sXi) o g(h(u)))|s=0

_ %( foexp(sXi) o f(f(g(h()))))s=0
= f*XZ(H(u7 1)))

Damit folgt mit Lemma 2.12, dass dH(,,)(€n—k+i) € Ap(uw)- Da H maximalen Rang
hat folgt die Behauptung damit mit dem Satz vom lokalen Diffeomorphismus. O

Ist X € C, so ist X tangential zu A. Es folgt: wenn exp(sX)(p) € W fiir 0 < s <1, dann
ist exp(X)(p) € H({uo} x V).

Sei nun Gg die Untergruppe von G, die durch die Fliisse exp(sX) mit X € C erzeugt
wird. Nach Lemma 2.13 besteht der Orbit Go(p) aus allen ¢ € M, so dass eine stiickweise
glatte Kurve v : [0,1] — M existiert mit v(0) = p,v(1) = g und +/ ist tangential zu A.
Fiir den néchsten wichtigen Schritt bendtigen wir zuvor noch ein analytisches Lemma.
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Lemma 2.14. Sei f : R® — R" ein lokaler Diffeomorphismus um einen Punkt ug € U C
R™, sei weiter (un)neny C R™ eine Folge mit u, — ug und konvergiere

Un 7%, v,
[[un — o

dann gilt mit vy, := 1/||up, — uol| fiir n hinreichend grof fiir eine Konstante C'
7 (£ (un) = f(0)) = dfug ()| < Clirn(un — uo) — vl + Cralluo — un*.

Beweis. Die 2. Ableitungen von f sind lokal durch eine Konstante C' beschréinkt. Dann
gilt fiir die Taylorentwicklung von f am Punkt ug

fun) = f(uo) + dfug (un — u0) + O|lun — uol®)  (%).

Weiter ist das Differential df,, beschriankt, 0.B.d.A. auch durch C. Damit gilt

[7n (f (un) = f(u0)) — dfue (V)]
= |lra(f(un) = f(u0)) = dfug (V) + dfug (rn(un — u0)) — dfug (T (un — uo))|l
< lrn(f(un) = f(uo0)) = dfue (rn(un — wo))|| + [[dfug (rn(un — uo)) — dfuy (V)]

< TnCHun _UOHZ+GHT77,(UTL_UO) _UH

Im abschliefenden Lemma weisen wir nach, dass uns H\(1,,1xv} einen Diffeomorphismus
um p € G(p) liefert, was wir dann schlieflich nutzen kénnen um die Lie-Gruppen Struktur
auf G zu bestimmen.

Lemma 2.15. Der Orbit Gy(p) ist abgeschlossen in M. Wenn W = H(U x V') wie oben,
dann gilt

H({uo} x V) =W NGo(p) =W NG(p).

Beweis. Die Inklusionen H({ug} x V) C W N Go(p) C W N G(p) folgen sofort aus den
Definitionen. Es geniigt also W NG(p) C H({uo} x V) zu zeigen.

Angenommen es gilt W N G(p) ¢ H({up} x V). Dann existiert eine Folge (g5 )neny C G,
so dass gn(p) — p konvergiert. Dabei ist g, (p) = H (un, vy) mit u, 7# ug. Nach Definition
von H haben wir H (uy,, v,) = hy(H (uy, 0)) fiir gewisse h,, € G. Das heifit durch ersetzen
von gy, durch h, g, konnen wir annehmen, dass v,, = 0. Setzen wir r,, = m erhalten

wir mit H~1 als Karte
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ra(H ™ (gn(p)) = H ™} (p)) v € S"F1x {0} € 5"
fiir eine Teilfolge. Setzen wir X, := dHp-1(,)(v) € T, M erhalten wir
rn(H M gn(p)) — H '(p)) = dH, " (Xp)  mit X, € T,M, X, #0

Aufserdem gilt X, ¢ A, da A von den v-Richtungen aufgespannt wird. Nach Lemma 2.4
gilt gn 0oy =y o gy, fiir alle ¥ € I'. Wir erhalten

ra(H Hgan(v(p) = H ' (4())) = ra(HH(7(90(0))) — H™ (7)) = dH_ ) dyp(X;p)

Nach Lemma 2.7 existiert fiir jedes ¢ € M ein v € I mit v(p) = q. Wir erhalten also ein
Vektorfeld durch

X(q) = dH (limry(H ™ (9n(q)) — H™'(q)))-

Nach Konstruktion von X gilt X oy = dy o X und damit ist X glatt nach Lemma 2.8
und es gilt X € [. Wir zeigen nun, dass X vollstindig ist und exp(sX) € G fiir alle s € R
und somit, dass X € g, was ein Widerspruch zu X (p) = X, € A,, ist.

Sei dazu Wy C W offen und Vi Umgebung von 0 € R™ derart, dass ¢(q,2,1) € W
fir alle ¢ € Wy und z € Vj und so dass die Restriktion von ¢, auf V4 ein Diffeomor-
phismus auf eine Umgebung von p ist (siehe hierzu Bemerkung 2.6). Sei s # 0 so klein
gewihlt, dass der Fluss ¢X von X auf W x (—2|s|,2|s|) definiert ist. Wir zeigen nun,
dass ¢ auf ganz M definiert ist.

Bezeichne zur Abkiirzung im Folgenden f := H 'o ¢, 0o H : R® — R" und weiter
schreiben wir kurz @, = (up,0). Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um ag. Mit
Lemma 2.14 erhalten wir nun

<C rp(t, — o) — v|| + Cryllao — anH?

H ™ (gn(p)) — H'(p)) — dH, " (X,)|| + 7aC ||H  (gn(p)) — H(p)|

= {lralH (gnp) — H™ (0) — dH, ()| +

‘ 2

(
= (
= lra(f(tn) — (o) — dfag (v)||
(
(
(

Da nach Definition ||H'(g,(p)) — H '(p)|| = 1/r, gilt. Withle nun ein k, € Z und
pn € [0,1) so dass

rns = kn + pn.
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Und da s fixiert ist, gilt

P\ (gn(9)) — H Mg < € = Cllun —uoll - (*)

s Tn
fiir eine Konstante C' und alle ¢ in einer hinreichend kleinen Umgebung U von p. Wobei
man hierfiir die gleichméfige Konvergenz der g, benutzt (siehe hierzu den Beweis von
Lemma 2.9). Wihlt man s klein genug, so dass U := H(K(up,Cs)) C U so zeigt ein
induktives Argument, dass g, (p) € U fiir alle j < k, und alle hinreichend groken n.
Weiter kénnen wir 7, durch k,/s in den obigen Abschétzungen ersetzen.

Wir zeigen nun, dass g (p) — ¢X(p). Dazu wihlen wir eine Karte ¢ um p derart,
dass do~1(e1) = X. Damit gilt ¢2X (q) = ¢~ *(¢(q) + se1) lokal um p.

Die obigen Abschitzungen gelten auch in den neuen Koordinaten, da g = ¢ 'og" o H :
R™ — R” ein lokaler Diffeomorphismus um g ist. Der Karteniibergang von H zu ¢ ist
wieder lokal beschrankt. Damit folgt mit den obigen Abschétzungen und Bemerkungen:

le(gn™ (0)) — (3 ()]
= lplgn () — @(p) — seul]
< llelon®) = o) = erll + le(gh(p) = plon(p)) = enll +--.
< N (000 — o) — ]| + |2 (olg2 ) — olgnle) —er]| +
nle a —~
eU
(%) kn, s?
< Cs )7 (0lon(p)) = 9(p) — e + O

Damit folgt g*»(p) — ¢X(p). Nach Proposition 2.1 existiert nun ein eindeutiges ¢*, so
daR ¢°(p) = ¢X(p). Da G abgeschlossen ist und g (p) — ¢*(p) folgt, dass ¢° € G. Es
gilt g% o g'(p) = g5 (p) fiir s,t hinreichend klein und damit wiederum nach Proposition
2.1, dass g° o g' = ¢g°** fiir s,t hinreichend klein.

Damit erzeugt die Familie (gt)tgs eine 1-Parameter-Gruppe von Diffeomorphismen auf
M auf die folgende Weise: Fiir r € R beliebig existiert ein n € N, so dass

r = sign(r)sn + sg mit [sg| < s
Setze dann
gr — (gsign(r)s>n Ogso

Da dvy(X) = X(y) und yo g" = ¢g" o~ fiir alle v € I" und r € R folgern wir mit Lemma
2.7, dass ¢® der Fluss von X ist. Somit ist X vollstandig und exp(rX) € G fiir alle r.
Damit haben wir den Widerspruch. O
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Wir kénnen nun Satz 2.3 beweisen.

Beweis von Satz 2.3

zu 1)

zu 2)

zu 3)

Mit Lemma 2.15 bildet ¢ := (H, xy) "' eine Karte um p € G(p). Da G durch
Diffeomorphismen auf G(p) wirkt, d.h. fir g € G ist per Definition

g:G(p) — G(p)

ein Diffeomorphismus, bildet damit dann o g~!

es folgt 1).

Um die Glattheit der Gruppenstruktur auf G nachzuweisen, reicht es mit Lemma
1.13 und der Bemerkung im Beweis zu 1) aus, die Glattheit auf einer Umgebung
des neutralen Elements nachzuweisen. Sei dazu Xi,..., X} eine Basis von g wie
oben. Nach Lemma 2.15 ist die Karte

eine Karte um ¢(p) € G(p) und

Hgr:R¥ - G(p)c M
v = (’U]_,...,Uk) = exp(le1)~~exp(kak)(p) = H(”Ovv)

ein lokaler Diffeomorphismus von einer Umgebung V von 0 € R auf eine Umgebung
von p in G(p). Nun ist Multiplikation und Inversion in G gleichbedeutend mit
Komposition und Inversion der lokalen Fliisse der X; nahe bei p. Da H (uy, ) ein
Diffeomorphismus ist hingt das Ergebnis einer solchen Operation glatt vom Input
ab. Die Unabhéngigkeit von p folgt mit Lemma 2.4 und Lemma 2.7. Die glatte
Struktur ziehen wir nun mittels o, auf G zuriick (siche Satz 2.9), dies macht o), zu
einer Einbettung. Damit folgt 2). Es folgt auch, dass g die Lie-Algebra von G ist
(siehe hierzu den Beweis von Satz 3.7 im néchsten Kapitel).

Beweis siehe [Ball] oder [DuKo|.



3 Die Gruppe der Isometrien einer (semi-)
Riemannschen Mannigfaltigkeit als
Lie-Gruppe

3.1 Das Rahmenbiindel

Wir wollen nun Satz 2.3 auf die Isometriegruppe einer (semi-) Riemannschen Mannigfal-
tigkeit anwenden. Da im Allgemeinen eine Mannigfaltigkeit M nicht parallelisierbar ist,
fithren wir zunéchst kurz das Konzept eines Hauptfaserbiindels (hier speziell das Reper-
oder auch Rahmenbiindel) ein, um die Ergebnisse aus Kapitel 2 anwenden zu kénnen.

Definition 3.1. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Das Rahmenbiindel GL(M) ist definiert durch:

GL(M) := U {(a1,...,an)zla1,...,a, ist Basis von T, M}.
zeM

Die Projektion ist gegeben durch

m:GL(M) — M
(a1,...,an)s — .
Auf dem Rahmenbiindel existiert eine Mannigfaltigkeitsstruktur. Sei dazu (U, @) eine
Karte von Mmit ¢ = (z1,...,x,). Dann ist durch
¢:m N U) — GL,(R)

(@1,...,an)p (dacjp(ai))ij

eine glatte Abbildung definiert, denn 7 hiingt glatt von p ab und dz; € Q'(U). Die Abbil-
dung ¢ ordnet (a1, ..., an), die Basistransformationsmatrix zur Basis (%(p), e %(p))

zu. Dann ist eine Karte auf 7=!(U) gegeben durch

e:1m Y U) — U xGL,(R)
u = (m(u), o(u)),
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insbesondere ist damit die Dimension von GL(M) gleich n?+n = n(n+1). Weiter operiert
die Lie-Gruppe GLy(R) von rechts frei auf GL(M). Sei dazu g = (gi;)i; € GLn(R). Die
Rechtswirkung ist erklart durch

n n
(a1,...,apn)p.g == (Z Ji1Qi, - - -, Z gina,)
i=1 i=1

Dass die Gruppenwirkung frei ist, folgt direkt aus der linearen Algebra.

p

Wir wollen nun nachweisen, dass GL(M) fiir beliebige glatte Mannigfaltigkeiten par-
allelisierbar ist, um im Anschluss auf geeignete Weise die Isometriegruppe von M als
Untergruppe der Automorphismengruppe von GL(M) aufzufassen.

Lemma 3.2. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist GL(M) par-
allelisierbar.

Beweis. Sei dazu V := ker dr. Sei weiter v € GL(M) und X € gl(n,R). Dann ist durch
¢v : GL(M) x gl(n,R) — V

(u, X) %(u.exp(tX))u:O = X(u)

eine Abbildung nach V gegeben, wobei hier exp das gewohnliche Matrixexponential be-
zeichnet, denn es gilt fir u = (u1,...,un)p

dr <5t(u.exp(tX))t:0> = %(ﬂ(u.exp(tX)))\tzo

d
= n (P)|t=0

= 0.
Da die Wirkung von GL,(R) frei ist und wegen der Injektivitat des Matrixexponentials,

folgt damit dim(ker(dm,)) > n?. Die umgekehrte Abschiitzung sehen wir weiter unten
ein. Damit folgt, dass V = kerdr ~ gl(n,R) ~ R"". Sei nun weiter (u1,...,un)s = u €

GL(M) und (z1,...,2,) = z € R". Bezeichne

n
u(z) = Z ziu; € T M
=1

und sei v : I — M eine Kurve mit v(0) = z und 7/(0) = u(z). Sei nun
Tf)u(z) I — GL(M)

t oo <P%0Yt](u1),...,va (un)> ,
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wobei PVv die Parallelverschiebung entlang v und V den Levi-Civita-Zusammenhang auf
M bezeichnet. Setze nun

on(u,z) = 7/’;(3) (0).

Nun gilt offenbar

QU
3

dn (onw.2) = dr (G0 O

(ﬂ-(wu(z) (t))) +=0

(v(#)) =0
(0) = u(z).

Wiéhlt man fiir z die kanonischen Einheitsvektoren des R, ist klar, dass dim(Im(dmr,)) >
n. Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt

SERES

I
\2\

dim(T,GL(M)) = n?+n = dim(ker(dm,)) + dim(Im(dr,))

>n?2 2n

= dim(ker(dm,)) = n? und dim(Im(dm,)) = n.

Behauptung: Durch

¢: GL(M) xR" xR" — TGL(M)
(U7X’Z) — ¢U(U7X)+¢h(uvz)

ist eine Parallelisierung von GL(M) gegeben.

Beweis der Behauptung: Wir zeigen zunéchst, dass bei fixiertem u die Abbildungen
¢u(u, ) und ¢p(u, ) linear sind. Zunéchst fiir ¢, (u,-): Sei dazu ¢ : GL,(R) — GL(M) die
Abbildung ¢(g) = u.g. Dann gilt fiir ein linksinvariantes Vektorfeld X € gl(n,R) ~ R

(d)a(X(@)) = dpldLa(X(e)))
= (o Lalexp(tX)))
= %(u.a.exp(tX))

= %(SO(G)aX)-

Dabei ist mit L, die Linkstranslation gemeint und es wurde benutzt, dass gilt X =
%(exp(tX ))t=0. Die Linearitét von ¢, folgt nun sofort aus der Linearitét des Differenti-
als (dp)a.
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Nun zur Linearitdt von ¢p. Sei dazu (p,U) eine Karte auf M in Normalenkoordina-
ten um z := w(u(z)). Dann gilt insbesondere fiir die Christoffelsymbole Ffj () =0 (vgl.
|Baul]). Seien weiter

U0) = Pl 0 = €05 0(0)

die lokalen Darstellungen beziiglich ¢ der parallel verschobenen Vektorfelder Uy (t). Fiir
die induzierte Karte ¢ (siehe Definition 3.1) auf 7~ 1(U) C GL(M) gilt dann

dou(on(u, z)) = <jt ((5})i,j)t:07d‘7@x(7/(0)))

= ((€(0)),, - deaul=))).
Fiir die parallel verschobenen Vektorfelder Uy (t) gilt nun aber allgemein

¢'(t) = B()§(t)

wobei &'(t) = (&F(t)', ..., €5(t)) und &(t) = (€F(t), ..., &F(t)). Die Matrix B(¢) hat nun
aber in jedem Eintrag ein Christoffelsymbol Ffj('y(t)) und damit gilt B(0) = 0 und somit
auch £'(0) = 0. Es folgt

deu(Pn(u,z)) = (0,dpz(u(z)))

und damit

on(u,z) = (d(ﬁu)il (0, dpz(u(2))).

Damit folgt die Linearitdt von ¢p(u,-) nun direkt aus der Linearitdt von w(z) und der
Linearitét des Differentials. Insbesondere ist damit auch klar, dass ¢y, (u, 2) nicht von der
Wahl der Kurve v abhéngt.

Die Glattheit von ¢ in der u-Komponente ist fiir ¢, offensichtlich, da (u.exp(tX)) glatt
von u abhéngt. Fiir ¢y, gilt sie wegen der glatten Abhéngigkeit der Parallelverschiebung
von den Anfangsbedingungen u(z), welche wiederum glatt von u abhéngen. Wir haben
bereits gesehen, dass fiir fixiertes u die Abbildung ¢ bijektiv auf T,,GL(M) ist. Damit
folgt insgesamt die Behauptung. O

Im néchsten Schritt weisen wir nach, dass sich die Gruppe der Isometrien Isom(M, g)
einer semi-riemmannschen Mannigfaltigkeit M auf kanonische Weise als Untergruppe
der Automorphismengruppe von GL(M) auffassen ldsst. Dazu bemerken wir, dass ein
Diffeomorphismus f : M — M stets einen Diffeomorphimus auf GL(M) induziert durch

f:GL(M) — GL(M)
(ul,...,un)x — (dfx(ul),,dfx(un))f(x)
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Auf diese Weise ldsst sich Isom(M, g) als Untergruppe von Diff(GL(M)) auffassen. Dies
ist eine Einbettung. Wir weisen nun nach, dass Isom(M, g) tatsiachlich sogar eine Unter-
gruppe von Aut(¢) ist. Dazu zeigen wir zunéchst, dass das Differential einer Isometrie
mit der Parallelverschiebung entlang einer Kurve vertauscht.

Lemma 3.3. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Manngifaltigkeit und ¥V der Levi- Civita
Zusammenhang auf M. Sei weiter f: M — M eine Isometrie, u € T, M und v : 1 — M
eine Kurve mit v(0) = x. Dann gilt

v v
dfv(t) © P’Y\[O,t] (u) = Pf(’r)\[o,t] o dfy(u)
Beweis. Wir nutzen fiir den Beweis, dass fiir eine [sometrie f gilt
df (VxY) =Vgx)df (Y) ().

Wir zeigen, dass das Vektorfeld df. ) o PX . t]( u) entlang f(7(t)) parallelverschoben ist.
Wir nehmen dazu 0.B.d.A. an, dass y(I) C U fiir eine Kartenumgebung (U, ¢) gilt,
anderenfalls zerlegen wir I in Stiicke die in Kartenumgebungen landen und argumentieren

fiir diese. Fiir das Vektorfeld U(t) := PX[O g (u) entlang ~ gilt dann die lokale Darstellung

Zé 8:&

=1

Weiter ist das Vektorfeld df., ( Be; (7(t))) ein Vektorfeld entlang f(7y(t)). Setze X;(t) :=

Xi(f(v(t))) = dfy <87¢(7( ))> Damit gilt nun mit den Rechenregeln fiir die kovariante
Ableitung entlang f(y) bzw. entlang ~

Y (U) = Z(Zatm(t))

s
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vU

= dfyu W(t) = 0.
T
Es ist also df,)(U(t)) parallelverschoben entlang f(v(t)) mit Startvektor dfy(u) und
damit folgt die Behauptung. O

Wir kénnen jetzt beweisen, dass Isom(M, g) eine Untergruppe von Aut(¢) ist.

Satz 3.4. Sei f € Isom(M, g), dann gilt fir alle konstanten Felder Z auf GL(M)
df(Z)=Zo f.

Beweis. Wegen der Linearitdt des Differentials kénnen wir fiir Z(u) = ¢, (u, X)+o¢n(u, z)
die Komponenten ¢, und ¢, einzeln betrachten. Zunéchst fiir ¢, und u = (u1,...,Un)q-
Wir bemerken noch, dass exp(tX) einen Weg durch GL,,(R) beschreibt, der Einfachheit
halber setzen wir exp(tX) =: V(¢), damit gilt

Ao, X)) = (- exp(tX))ico

v(t)ilui) yoee ,dfz (Z v(t)mul>> )
i=1 i=1 f(z)

(Z U(t)ildfz(ui)a ERRR U(t)mdfx(ul)> )
@)/ =0

t=0

i=1 =1

1
S
N T N Ty
/&\
"
Z
Il 3

Nun zu ¢y, es gilt
dfulon(u,z)) =
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v v
df’y(t) o P’YHO,t] (Ul), A 7df'Y(t) © P’y‘[O,t] (un)> f(’y(t))) t_o

7~ N 7 N
—~

- v
Pf(’Y)|[0,t] (dfz(ur)),-- -, Pf(v)\[o,tl (dfx(un))> f(v(t))> =0
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3.2 Die Isometriegruppe einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit

Im Falle einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) haben wir nun ein einfaches Argu-
ment um die Abgeschlossenheit von Isom(M, g) nachzuweisen. Fiir eine Folge (f5,)nen C
Isom(M, g) die fiir einen Punkt p € M gegen f(p) = lim f,(p) konvergiert wissen wir
bereits mit Lemma 2.9, dass f,, iiberall konvergiert und dass f € Aut(¢) liegt. Wir weisen
nun noch nach, dass f dann auch in Isom(M, g) liegt.

Lemma 3.5. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei weiter (fp)nen eine
Folge in Isom(M, g) die fir einen Punkt p € M konvergiert. Dann konvergiert (fn)nen
tiberall und der punktweise Grenzwert f(x) = lim f,,(x) liegt wieder in Isom (M, g). Dar-
tber hinaus konvergiert (fn)nen auch in der Kompakt-Offen-Topologie gegen f.

Beweis. Mit Lemma 2.9 ist klar, dass (f,,)nen in der Kompakt-Offen-Topologie gegen
ein f € Aut(¢) konvergiert. Wir nutzen nun, dass (fn)neny C Isom(M,d), siehe hierzu
Lemma 1.2. Dann gilt fiir x,y € M, da die Abstands-Metrik d stetig ist:

d(f(z), f(y)) = d(lim fo(z),lim fr(y))
lim d(fn (), fn(y))
lim d(z,y)

= d(z,y).

Die gleichen Argumente gelten auch fiir die Umkehrabbildung f~! und damit folgt die
Behauptung. O

Nun sind die Ergebnisse aus Kapitel 2 auf Isom(M,g) fiir den Riemannschen Fall an-
wendbar.

Satz 3.6. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist Isom(M, g) eine Lie-
Gruppe.

Beweis. Wir haben gesehen, dass wir Isom (M, g) als abgeschlossene Untergruppe von
Aut(¢) auffassen kénnen, wobei ¢ die Parallelisierung von GL(M) wie in Lemma 3.2 ist.
Die Behauptung folgt nun mit Satz 2.3. O
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3.3 Die Lie-Algebra der vollstindigen Killing-Vektorfelder
der Isometriegruppe einer (semi-) Riemannschen
Mannigfaltigkeit

Wir untersuchen im Folgenden die Lie-Algebra von Isom(M, g) einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Wie sich zeigt, ist dies gerade der Vektorraum der vollstdndigen
Killing-Vektorfelder. Mit Satz 2.3 und der Tatsache, dass wir Isom(M, g) innerhalb der
Automorphismengruppe von GL(M) auffassen erhalten wir bereits eine Abschitzung fiir
die Dimension von Isom(M, g) tiber die Dimension von GL(M ), es gilt

dim(Isom(M, g)) < n(n+1).

Die Bestimmung der Lie-Algebra von Isom(M, g) ermdglicht uns aber eine schérfere Ab-
schitzung fiir die Dimension der Isometriegruppe anzugeben.

Satz 3.7. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und Isom(M, g) die zuge-
horige Isometriegruppe. Dann ist die Lie-Algebra von Isom(M, g) gegeben durch

Rill.(M, g) :={X € Rill(M, g)|X ist vollstindig }.

Beweis. Wir wissen, dass die lokalen Fliisse ¢;* : M — M eines vollstindigen Killing-
Vektorfelds X Isometrien sind. Wegen der Gruppeneigenschaft der Fliisse ist auferdem
¢3¢ = idps. Damit erhalten wir folgende Abbildung:

0: Rill.(M,g) — g~T.G
d
X = @(@f{)t:o-

0 ist injektiv, da X durch seine lokalen Fliisse eindeutig bestimmt ist. Sei nun andererseits
Y € g und ¢y (t) die maximale Integralkurve von Y durch das neutrale Element e =
idps € Isom(M, g). Dann erhalten wir ein Vektorfeld Y durch

©:g — X(M)

Yoo v

. d 5
mit Y(p) = ﬁ(npy(t)(p))tzo. Die lokalen Fliisse von Y sind gerade die ¢y (f) und damit
Isometrien. Wegen Lemma 1.14 sind die Fliisse vollstindig und damit Y € Sill,.. O

Wir mochten nun eine Abschétzung fiir die Dimension von Isom(M,g) angeben. Wie
wir gerade gesehen haben bildet Rill.(M, g) die Lie-Algebra von Isom(M, g). Es geniigt
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also eine Abschiatzung der Dimension von Rill.(M,g) anzugeben. Dazu benétigen wir
ein Ergebnis, dass gewdhnlich mithilfe der Theorie der Jacobi-Felder bewiesen wird. Wir
zitieren daher diesen Fakt an dieser Stelle nur.

Lemma 3.8. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und X € Kill(M, g).
Sei weiter V der Levi- Civita- Zusammenhang auf M, dann ist X eindeutig bestimmt durch
den Wert und X (p) und VX(p), d.h. gilt fir X,Y € Rill(M,g), dass X(p) = Y (p) und
VX(p) =VY(p) dann folgt X =Y.

Damit kénnen wir den folgenden Satz zeigen.

Satz 3.9. Sei (M™,g) eine n-dimensionale zusammenhdingende semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, dann gilt
n(n+1)

dim(Rillo(M. 9)) < =~

Beweis. Nach Lemma 3.8 geniigt es die die Freiheitsgrade der beiden Bedingungen X (p),
VX (p) in einem Punkt p € M zu priifen. Sei also wieder X ein Killingvektorfeld. Offen-
bar hat X im Punkt p maximal n Freiheitsgrade, da der Tangentialraum n-dimensional
ist.

Der LC-Zusammenhang ist im Indexargument eine lineare Abbildung vom Tangenti-
alraum in den Tangentialraum. Fiir den LC-Zusammenhang gilt nun fiir Killingfelder:

g(vaa Z) = _g(Y7 VZX)

Damit ist VeX eine schiefsymmetrische lineare Abbildung. Die Dimension der schiefsym-
metrischen linearen Abbildungen ist gerade 3n(n— 1). Um dies einzusehen identifizieren
wir T, M mit dem R", dann sind die schiefsymmetrischen Linearen Abbildungen gerade
die schiefsymmetrischen Matrizen so(n). Insgesamt folgt, dass wir eine injektive Abbil-
dung haben

g: Rill(M) — T,M xso(T,M)
X = (X(p),VX(p)).

Dabei bezeichnet so(7,M) die schiefsymmetrischen linearen Endomorphismen in 7T, M.
Die Injektivitét folgt wiederum aus Lemma 3.8.

Damit kénnen wir die Dimension von Rill.(M, g) abschétzen durch:

dim(Rill.(M,g)) < dim(&ll(M, g))
< dim(T,M) + dim(so(T,M)) = n + ”(nz_ D_ "("; D)




4 Anhang

Lemma 4.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Sei weiter p € M und (U, p) eine Karte-
numgebung von p. Ist nun A eine geometrische Distribution vom Rang k auf M mit
einer lokalen Basis Ay = {X1(z),...,Xk(z)|x € U}, dann ezistiert eine offene Menge
V C R" % und eine glatte Funktion

h:V U
mit h(vy) = p fir ein vo € V und es gilt

Th(v)M = Ah(y) &) dh(Rn_k) Yo e V.

Beweis. Seien %, cee % die kanonischen Basisvektoren beziiglich ¢ auf U. Mit dem
Basisergidnzungssatz konnen wir nun im Punkt p die Vektoren Xi(p), ..., Xk(p) durch

die kanonischen Basisvektoren zu einer Basis von T, M ergénzen. O.B.d.A. seien dies die
letzten k£ kanonischen Basisvektoren, so dass

0 0

span (X1(0),- - X0 5o () () = Ty

7axn—k

Sei weiter A € C(U, R”Q) die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis zur Menge
X Xy 22— ... 52, dh
1y---y Ak, Oy ? """ Oxpy? "

X ()
9 :
e () X (z)
Aw | s o= | Y| wew
0Ty
oo () !’
gon (7)
Dann gilt in p, dass det(A(p)) # 0. Wegen der Stetigkeit von f := det(A())) : U — R,
ist dann f~!((—00,0) U (0,00)) =: U C U derart, dass Xl,...,Xk,ﬁ:,...,% eine

Basis von T, M fiir alle z € U ist. Dann ist aber fiir V := o~ 1(U) N R**
h:=@gnk:V=2U
die gesuchte Abbildung. O
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